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6. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne —
odpowiedzi i wskazowki

Wyrazenia wymierne

6.1.2) xe(-3;2), b) xe(3;+00)\ {4}, ¢) xe(-2;+0)\{0,4}.

6.2.2) = x=V2 edy xe R\{—V2,2}, b)x-5, gdy xeR\(-5,-3},  © 3 edy xeR\{O E}.
x+2 | T 6-7x" "7

6.3. )—(3+x) € x)’ gdy xe R\ {-3,3}, b) w’ gdy xe R\ {-3,2,4},
9+3x+x> (x—-4)(x-2)

o B2 oy e RN (3,0,2,3),

x(x—3)
X2 +1 50
d A AN d R ] 7153 5 — >
)4(5x 3) gy e \{ 5 } © x—=1 gdy xe RA{L)
DL, gdy xe R\{-1,0}, g) x_—l’ gdy xe R\ {-L1},
8(X+1) x+1
2(x+2) 2x2 —16x+14
h , gd RAN{-2,—-1,1}, i) ——, gd R\{-2,7}.
) 3(x+1) gy xe \{ } D x+2 gy xe \{ }
1 4
6.4.2) ——, b) —(2v2-1
2) -~ )= )
65.2) 225 ody xe R\{0}, b) 3x+17, gdy xe R\{-1},
X+
©) Axt3 , gdy xe R\{1}, d) 3x+5’ gdy xe R\{-1},
1-x x+1
5x+9 X2 —x+2
e) , gdy xe R\{-2}, f) —, gdy xe R\ {0},
x+2 X
1 1
g)Tl,gdy xeR\{l}, h)m,gdy xeR\{-11},
x?—2x-1

,gdy xe R\{-11}.

) ——————
(x+1)*(x-1)
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-2 2 8x+20
6.6.2) ————  gdy xe R\{0,=1, b) ———, gdy xe R\{-4,4},
) WGro2) Y { 3} ) e 4
o 8=Tx+3 gdy xe R\{0,1} g =2+l gdy xe R\ {0,3}
x(x_l) bl y b 9 x(x_3) 2 y 2 9
11x-5x7 —4x? +15x—4
e) —5——, gdy xe R\{-2,2}, f) —————,gdy xeR\{3},
x“ -4 x” =27
2 g 2
67.0) X078 o4y xeRV(-2,2}, oI ody xe RV(-2,2),
2528 (x+2)(x-2)
5x% +7x 87 —4x? +14x-29
¢) ————, gdy xeR\{-5,5}, — = =7 edy xeR\{-3}.
x? =25 { } x> +27 =3
6.8. L
21
Wskazowka: Zauwaz, ze jezeli +3b =4, to 2=z, wige 2=§.
a a 3 b 7
Zatem __b=l.£_l=l.i_l
2b 6 27 6
1 1
6.9.a) —, b) —10—.
) 2 ) 2
a* -3ab a ) a a 2
Wskazowka: Zauwaz, ze =4 < (—j —-3.—=4.Jedli —=t,to t*-3t=4,
b? b b b
skad t=-1 lub t=4.
a) Jesli a i b sa jednakowych znakow, to % =4. b) Jesli a i b sa r6znych znakow, to % =-1.
1
6.10. -7 lub 4-—.
4
2 2
Wskazowka: < 6b =1 < g—iz—l,skqd o3 mb =2
ab b a b b
b
6.11.2) "2, b) 2(n+1)(2n+1), Py d) n+l.
n n+l
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Roéwnania wymierne i ich uktady oraz rownania wymierne
z parametrem

6.12.2) xo=1, b) xp =0, o x =_§, X =0,
. . . 1 1
d) nie ma rozwigzania, e) x; :g, Xy =5, ) xo :g,
-1-17 ~1+/17 5 6
X = , Xy = R h) y,=2—, x, =3—,
I TR T
o . . . 1
i) nie ma rozwigzania, j) x=7, k) x=-3,x, = —5
, , . . . xX+2 x+1 . oo x—1 1
Wskazowka: Wprowadz pomocnicza zmienng: j) np. =t, k) ——=fizauwaz,ze —— =1 =-.
x—4 x—1 x+1 t
_L
= 5 x=5
6.13. a) s b) R
_1 y=3
7 4
1 1 1 1
)C:E XZE )CZ—E x:_E
c , lub , lub , lub .
" o 25 Y Y
4 5 4 5 7 5 7 5

6.14. Samochad, ktory zepsut si¢ po 6 dniach zawidzlby sam material budowlany w ciggu 18 dni, a drugi
samochdd w ciggu 22,5 dnia.

Wskazowka: Przyjmij: x — liczba dni potrzebna do zwiezienia catego materialu przez samochod,
ktory si¢ zepsut, y — liczba dni dla zwiezienia catego materiatu przez drugi samoch6d. Razem w ciggu 1 dnia

. 11 . 1 . .
oba samochody zawiozty —+ — materiatow, czyli m calej masy materiatow.
x oy

Po 6 dniach wspoélnej pracy pozostato do przewiezienia dla drugiego samochodu 4 masy materiatow,

1 1 1
e —=—
y 10

4

v 9%

ktora zawiozt w ciagu 9 dni, wigc kazdego dnia przewozit 5% masy materialow. Zatem

6.15. Bartek jechat 4,5 godziny z $rednig szybkoscia 8 %, a Radek jechat 3,5 godziny z $rednig szybkos$cia
km

12 —.
h

Wskazéwka: Przyjmij: t — czas jazdy Bartka, t—1 — czas jazdy Radka i 7 € (1; + ).

42

Srednia szybkos¢ jazdy v, = ;, wigc 3t_6 +4= P
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6.16. Za 1 kg jabtek zaptacono 4 z1, za 1 kg gruszek 8§ zt.
60 40

Wskazéwka: Przyjmij: x — cena 1 kg jablek i x € RY, x+4 —cena I kg gruszek. Wtedy — + 2 =20.
X x+
6.17. a) Bransoleta lzejsza wazy 15 g, a cigzsza 30 g, b) proba 0,700.
, I . T . + 27 10,5
Wskazowka: a) Przyjmij: x — liczba gramoéw 1zejszej bransolety i xe R™. Wtedy — — =0,2.
X X
i . L . 27 10,5
b) Przyjmij: y — proba srebra w 1zejszej bransolecie i y € (0;1). Wtedy ————=2- .
y+0,200 y

6.18. Utamki 2 i 16 lub 2 i %
3 15 5 3

6.19. Co najwyzej 10,5 km.

A
+

Vit+Vvy V=W

Wskazowka:

<36, gdzie v; i v, to odpowiednio szybkos¢ todzi
i szybkos$¢ pradu rzeki, s — odlegtos¢ od przystani.

6.20. Za drzewo brzozowe zaptacit 1000 zt i za drzewo osikowe 640 zt lub za drzewo brzozowe 1025 zt i za

drzewo osikowe 615 z1.

Wskazowka: Przyjmij: x — cena zakupu drzewa brzozowego, 1640 —x — cena zakupu drzewa osikowego,

. - 1640 —x)—480
wtedy z warunkoéw zadania 1250=x, 100% = %

-100%, czyli x% —2025x+1025 000 =0.
X 1640 —x

6.21. Cyfry 01 9.

Wskazowka: Z warunku zadania 34 = 3000+100x +10y+ 4, gdzie x 1 y oznaczajg wstawione cyfry,
67 6000+100x+10y+7

skad 10x + y =9. Pierwiastkami tego rownania jest para liczb x=0 i y=9.

6.22. pe(—/6;-2)u(26).

Wskazowka: Metoda graficzna: Naszkicuj wykres

.. 2 I |2
funkcji y =|——+3|. Przyjmij oznaczenia |——+3|= p2 -1
x+1 X+ ——
——  g(v)
f(x) :

=Yy

71: 0] 1
Warunki zadania sg spetnione, gdy p2 -1>31 p2 —-1<5. '

Rozwiazanie metoda analityczna sprowadza si¢ do rozwigzania alternatywy dwoch roéwnan, tj.:

2 3-p 1 wb i+3=—(p2—1).
x+1 x+1
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6.23. a) me(—oo;z%>u(3;+oo), b) m=2§.

4(m-2
Wskazowka: Réwnanie ma pierwiastki rzeczywiste, gdy m #3 1 A>0, czyli 9 +(m—3) >01im=#3.

a) Wyznacz, dla jakich warto$ci parametru m suma: x13 + x% =-91A20.

x13+x§’ =(x +x2)(x12—x1 Xy +x§)=(x1 +x2)(x12+x%+2x1 Xy —3x; ~x2)=

=(x1 +x2)[(x1 +XZ)2 —3x1 'X2i|, glee X+ Xy =-3, X]* Xy =——m_§.
m—
Rozwigz rownanie: —3- [(—3)2 -3 (_m_—2)] =-9.
m—=3
6.24. t=—g.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: « — kat ostry, x; i x, — pierwiastki rownania.

Warunki zadania sa spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy

a G(O; %)
a e(O;Ej
2

t#0
120 < %—4t220 ’
A>0 t
2
Xt +x3 =1 (bosin2a+cos2a:1) (_1) 221
t

n o . .
Xt exg=(x +x2)2 -2x1%, @ E(O; E) oraz x; =sina i x, =cosa, wige x; €(0;1) i x, €(0;1)
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625 x= "2 ody meR\ {-2,-1,0}.
m

x+2 x+3 . . .
=—— do najprostszej postaci:

x—-m x+1

Wskazowka: Po ustaleniach x #m 1 x # -1 przeksztal¢ rownanie

(x+2)(x+1)=(x+3)(x—m) i x#=m i x=-1,

¥ +3x+2=x% —mx+3x—3m,

mx=-3m—-21x#mi x#-1.

. ) L . . -3m-2
1° Jesli m#0, to rOwnanie liniowe mx=-3m—2 ma rozwigzanie x = m-<.
. . . . . , . +2 x+3 "
Rozwiazanie to jest rozwiazaniem rownania ——=——,
x—m x+1
... 3m-=-2 . 3m-2 .
jezeli #zm i #-11m=#0,
m
-3m-2 . —3m-2 .
m 1 #-11m=#0,
m m
m?+3m+2#0 i 2m+220 1 m#0,
m#-21im#-11m=0.
, . +2 +3 . . -3m-2
Zatem dla me R\ {-2,-1,0} rownanie X2 X0 rozwigzanie x = m-z
x—-m x+1 m

2° Jesli m=0, to rownanie mx=-3m—2 ma posta¢ 0=-2 i jest rOwnaniem sprzecznym.

3° Jesli m=-2,to rbwnanie mx=-3m—2 ma rozwigzanie x=-2 .

x+2 x+3

Liczba ta nie jest rozwigzaniem rownania .
x—m x+1

Nieré6wnosci wymierne

6.26. a) Nierownosci nie sg rtownowazne, bo maja rézne dziedziny (D; = R, D, = R\{3}),
b) nierownosci nie sg rownowazne, bo maja rézne dziedziny oraz zbiory rozwigzan,

¢) nier6wnosci s3 rownowazne, bo maja identyczne dziedziny i te same zbiory rozwigzan.



100 6. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne — odpowiedzi i wskazowki

6.27. a) xe(—w;%ju(%;-kooj, b) ye(2;+x), ©) xe(-o;—2)u(-2;2),
d) xe(%;%>, e) ye[—oo;—%>u[—%;+ooj, f) xe(—2;—1)u(0;%),
g) xe(—%;OJu(O;l), h) xe(—o0;1)U(1;2) U (3; + ), i) xe(%;Zju(2;3),

Wskazowka: i) Nierownosé

>3 jest rownowazna alternatywie nierownosci
X—

X 53 b <-3,
x— x—
2
) 2x+ <3
j) nierdownos¢ <3 jest rownowazna uktadowi nierdéwnosci x-3 s
-3 x+2
-3
2x-3

. . . . 3x-1
1) obie strony nieréwnosci nie sa ujemne, wiec nierowno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci: & ( <416,

31 . 2x+5
skad ‘3)"1 <2, czyli {3%+3
2x+5 x—1
>-2
2x+5
6.28. a) x e(-x;1), liczba 0, b) xe(-2;2), liczby: 0, 1, ¢) xe(1;6), liczby: 2, 3,4, 5.
6.29. Wskazowka: Zauwaz, ze |2n—10_2‘:| —32 |= 32 ,boneN.
|3n+1 3] |33n+1)| 3(3n+1)

Zatem L<L, gdy n>1061.
3(3n+1) 30 3

6.30.2) xe(-0-3)u(2+w), b) xe[—z;§>, 0 xeG;4>.
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L ﬁ>, d) ke(-12).

6.31. 2) ke(-0;-3)U{l;+»), b) ke(—5§;1>, ) ke[z;z

Wskazowka: a) Nier6wnos¢ postaci ax? +bx+¢>0 jest spetniona dla wszystkich xe R , gdy

— 27 =
a=0 {a>0 k( 1)0 k271>0
b=0 lub , czyli <2(k—1)=0 lub , czyli
A<0 —1)?—8(k2 -
o a0 4(k-1)* -8(k*~1) <0
k=-1vik=1
o1 v ub k e (—o0;—1) U (1;+ )
= u .
350 ke (—00;=3)U(L;+)
a=0 <0
a
b) Nierdwnos¢ postaci ax? +bx+c<0 jest spetniona dla kazdego xe R, gdy 16=0 lub {A< 0
c=0

¢) Nierownosc jest spelniona, gdy licznik i mianownik bedzie dodatni,

czyligdy 4-8k<0 i 4k* -7<0.

X2 k-2 2 (k+2)x-4
—< ——<

2 0 2
2_ 2_ —x“+(k+2)x-4<0
al* x+1 . wice x“—x+1 skad X+ ( )x (boxz—x+1>0)_
k=2 4x2+(k—3)x+1>0 4x? +(k=3)x+1>0
x> —x+1 X2 —x+1

Zatem dana nierowno$¢ podwojona jest spetniona dla x € R , gdy wyrézniki A rownan kwadratowych

, (k+2)*-16<0
52 +(k+2)x—4=0 oraz 4x +(k—=3)x+1=0 sg ujemne , czyli, gdy ) .
(k=3)"-16<0

Funkcja wymierna

6.32. a) P=(-1,2),

b) x & (—o0;—1)U(0; +x)

=Y
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YA

8
6.33. m= 3 |

Wskazowka: m= f[%) ~— y=1(x)

=Y

|
S S VTP

6.34. Wskazowka: Wystarczy pokazaé, ze iloczyn wspotrzgdnych x 1 y punktow 4, B, C ma t¢ sama warto$¢.
6.35.2) a=1, c=1, b) xe(-2;-1).

Wskazéwka: Miejscem zerowym funkeji /jest liczba 1, wige f(1)=0,skad a-1-1=0. f(0)=-11 a=1,

wige _—1=—1.
c

6.36.2) b=1, c=2, b) xo=_%’ f(x)<0, gdy xE[_Z;—%)'

Wskazowka: Z wykresu odczytujemy, ze x #—2, a z wzoru x #—c, wigc —c =—2.

Obliczamy wspdtezynnik b z rownosei f(—3)=5.

Zatem f(x)= 2x +21.
x+

6.37.2) a=2, b) tak, ©) me(0;1)U(L;+o).
2

xX—

+1.

Wskazowka: a) h(x)=
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3 3
6.38. a xX)=——+3, b x)=——+1,
) &)= ) g(x)=—=
74 ey \ YA
N\ \
P .1 RN /‘,,,T‘ J
1 i y= r()') 4 LT
4—/;/ o _:_ i it e e it e e el i
0 2 x [ 0 >
L
b \
|
3 YA
c =——-4.
)g(x) x+1
\l >
0 X
—
sy
N\,
1

6.39. a=—4, xe(~m0;—5)U(-3;+w).

6.40. 2) f(x)=—3—2, x=0, y=-2, b) h(x)= _4
X X—

6.41. Dy =R\ {1},

yl
a) Yy =R\ {2}, b) xp =3, 1
c) f(0)=6, d) f(—1)=4, \:\
ENBUACS
O fuer =/(-3)=3. )
— ,i,,,,,\,,,,,,,,
f) funkcja jest rosngca w przedziatach (—oo;1), (1;+0). 1 \__—
o] 1 I
Wskazowka: Wzor funkcji f zapisz w postaci !
f(x):—z("_l)_4, czyli f(x):_—4+2- 3
x— x—1

1
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6.42. a) A b) oA c) oA

% """""""""" 3\ 1
N . I Jo— RN N ;
X

Wskazéwka: a) Wykres funkcji fjest obrazem wykresu funkcji 2 w przesunigciu o wektor @ =[4, 2].
x

Proste o rownaniach x=4 i y =2 sg asymptotami wykresu funkcji £,
_x+3 (x+D)+2 2

b) f(x) ——+1, wigc rOwnania asymptot to x=-11 y=1,
x+1 x+1 x+1
0 f(x)= x4 —(x=4)+2 :_(x—3)—1 = —(x=3)+1 =L—1, wiec rownania asymptot to x =3
x=3 x=3 x=3 x=3 x=3
iy=-1.
VA
6.43. . k Df :R\{—l, 1}
LT
<t >
6.44.2) Y, =(—o0;=1) U (3; +0), b) Y = (—o0;0)(20; +e0), ©) Yy =(=o0;0)(10; +e0).

Wskazowka: Aby wyznaczy¢ zbidr wartodci Y, funkeji f, wystarczy znalez¢ zbior tych wartodci m,

dla ktorych prosta o réwnaniu y =m ma z wykresem funkcji f'co najmniej jeden punkt wspdlny.

2

. . - . LoxT—x+1 . S
a) Nalezy okresli¢ dla jakich warto$ci m rownanie 1 =m, gdzie x #1, ma co najmniej jedno
X—
rozwigzanie. W tym celu:
2
, .oxT—x+1 . )
® réwnanie ———-—=m zapisz W postaci x“ —(m+1)x+m+1=0,
X—

o zapisz wyrdznik A=(m+ 1)2 —4(m+1) otrzymanego réwnania,
e rozwiaz nierdownosé A>0: (m+1)2 -4(m+1)20 & (m+1)(m-3)20, skad m<-1 lub m>3.

6.45. x=-2.

Wskazowka: f (ﬂj _XH8 e X8

wigc —I:x, skad x=-2 lub x=4, gdzie 2e€4didgA.

x—1 x-1 xX—
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x% +8x—2 1 x? - 2x 1
6.46. a) h(x)= , D :R\{—3,—}, b) h(x)=——""—, D :R\{—3,—},
() (2x-1)(x+3)" " 2 ) 22 45x-3 2
2 2
x“+3x 1 2x°—5x+2 1
o) h(x)=————_ D :R\{—3,7,2}, d) h(x)==—"—"T""= D :R\{—3,0,7}_
) () 2x2—5x+2 h 2 ) () x2+3x g 2

6.47. Wskazowka: Wystarczy wykaza¢, ze f(x)— f (l) =0.
x

6.48. Wskazowka: Nalezy wykaza¢, ze prosta o rownaniu y =m ma co najmniej jeden punkt wspolny
x3 3

S . . X
S—— =7 ma Cco najmnie; jedno rozwigzanie ( T =m, gdy
x -1 x° -

z wykresem funkcji £, czyli rownanie

3 2

x” —mx”~ +m=0). Rownanie x

—mx?+m=0 jest rOwnaniem trzeciego stopnia, wigc ma ono co najmniej
jedno rozwigzanie (na podstawie twierdzenia o pierwiastkach wielomianu stopnia nieparzystego).
Zatem prosta o rOwnaniu y =m ma co najmniej jeden punkt wspolny z wykresem funkcji £, a to jest

warunek wystarczajacy na to, by zbiorem wartosci funkcji f byt zbior R.

kA

6.49. 10 000 z1, 20 lat. 60 000

50000

Wskazowka: Poniewaz wielkosci k i x sa odwrotnie 10000

proporcjonalne, wiec kx =a, gdzie a to wspdtczynnik 30 000

proporcjonalnosci. 20000

a ) 10 000

Zatem, gdy x>0 mamy k(x)=—.Z warunkowzadania

X >

k(2)=30000, skad a = 60000, zatem & (x)= 22200 ‘ 0 0o
X
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6.50. Wskazowka:
Z (zalozenie): x) e(~L+00), xp €(—=L;+0) 1 x <xy, czyli X —x, <0.
T (teza): f(x)<f(xy)>czyli f(x)- f(x)<0-
Dowdd:
I sposéb (wykorzystanie definicji)

3X1 _ 3)C2 _3XI(X2+1)—3X2(X1+1)_ 3(X1—X2)
x1+1 X2+1 (x1+1)(x2+1) (x1+1)(x2+1).

f(xl)*f(xz):

Z zalozenia: x| <Xy, czyli xj—xy <0oraz x; +1>01 x, +1>0, bo xj, x5 €(~1;+o0), wigc iloraz
3(xi-x)
(Xl + 1)(X2 + 1)

II spos6b (wykorzystanie rachunku rézniczkowego)

Coo Bx) (x4 =3x(x+1) 3
f(x)= -
) (x+1)? (x+1)

jestujemny, czyli f(x)—f(x)<0,skad f(x)<f(x;). cnd.

3 ;edy xe(-L+).

Funkcja fjest rozniczkowalna w przedziale (—1;+) , a jej pochodna jest w kazdym punkcie tego
przedziatu dodatnia. Zatem fynkcja f’jest rosngca w tym przedziale. cnd.

111 spos6b (wykorzystanie wiasnosci funkcji g(x)= 4 )
x

3x 3(x+1)-3 -3

= = +3.
x+1 x+1 x+1

f(x)=
Wykres funkcji f mozna uzyska¢ przez przesunigcie wykresu funkcji g(x)= = , gdy xe(0,+00)

X
o wektor [—1,3]. Z wykresu funkcji g wynika, ze jest rosnaca w przedziale (0;+ ), wigc funkcja f

jest rosnaca w przedziale (—1;+) . cnd.

IV sposob (wykorzystanie umiejetnosci porownywania utamkow)

3x  3x+3-3 3(x+1)-3 3
POV S I O Y I
x+1 x+1 x+1 x+1
Utamek il ,gdy xe(-1;+00) jest dodatni. Jest on tym mniejszy, im jego mianownik jest wigkszy.
X+
Ze wzrostem liczby x> -1 liczba 3— il jest coraz wieksza. Zatem funkcja f'jest rosnaca. cnd.
X+

6.51. Wskazowka:
Z (zalozenie): x| €(—4;+), xp €(—4;+o) i x;<x,.
T (teza): f(x;)> f(x;).

Przeprowadz dowdd stosujac jedng z metod z zadania 6.50..
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6.52. Wskazowka:

f(x)= 2 A 2 A
11 x2 Jx+1+1 - Jx+1-1 x2
Vrl-1 Jx+l+1 (V1 -1)(Var1+1) (Varl-1)(xr1+1)
~ 2 1 2 1 2x 1
_MH M—I'?_MH—WH'?_?.?'
x+l-1  x+1-1 x

6.53. 50 godzin.

Wskazowka: 75-4=t-6, gdzie t to czas pracy 6 spychaczy.

6.54. 640 obrotow.

Wskazowka: 50-256 =20-x , gdzie x to liczba obrotow mniejszego kota.

6.55. a) 4 dni, b) 18 turystow.
6.56. 400 Hz.
6.57. a) k=10, wspotczynnik: 60, b) k= —% , wspotczynnik: —20 , ¢) k=1, wspdtczynnik: 80.

6.58. Czas pracy wydtuzy si¢ o 4 godziny.

Wskazowka: Liczba godzin potrzebnych na wykonanie zadania przez 18 robotnikéw: 18-12 =216 . Liczba
godzin pozostatych po odejsciu 8 robotnikow: 216—7-18 =90 .

Liczba godzin potrzebnych do wykonania pozostalej pracy przez 10 robotnikow: 90:10=9 . Zatem czas

wykonywania zadania to 16 godzin (7h+9h).

6.59. Dhugie: 0,1 — 0,3, srednie: 0,3 — 3, krotkie: 3 — 30, ultrakrotkie: 30 — 1000.

Wskazowka: 1 MHz (megaherc) = 10° Hz (hercow).

6.60 a) s=120km , b) 8 h.



