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8. Wielomian — odpowiedzi i wskazowki

Wielomian i jego wtasnosci

8.1 1 a D=<—%;4>, W =Y =(-34). b) <—%;0>, (2:4),
©) xe<—§;—l>v<l;3>, D yaux =7 (4)=4.
©) X =0, x,=2, x3=4, f)yM]N:h[%]:—l.
2 a) D=(-6,6) ZW =Y =(-42). b) (-3;0), (3;6),
¢) xe(-5-1)u(l;5), d) yux =/ (0)=1,
€) x=—4, 1, =0, 3=2, x4 =6, 0 yamy =h(=3)=h(3)=-2.

82. m=-8, n=-23.
Wskazéwhka: Q(x)=2P(x)=x*—12x +40x* ~38x-3 .
83.2) m=17, W(x)=x4 +5x° —4x? +43x + 21,
b) m=4, W(x)=x*+2x* —x? +10x+12,
o) m=v6 lub m=—J6, W(x)=x*+(6-2)x +(3-6)x* +376,
W (x)=x*+(—v6-2)x* +(3+6)x* -346.
wskaziwka: W(x)=x*+(m=2)x + (3= m)x® +(m’ =6 ) x+3m.
a) m—-2=5, b) 3-m=-1, ¢) m>—6=0.
8.4. a) Nie, bo st. [ (x)] = 6000 ist. [G(x)]=4000, b) st. [Q(x)] =2000.
Wskazéwha: Zauwaz, ze W (x)=(x—=1)" (x+1)*% i G(x)=(x+1)*.
7
8.5. ng.
8.6.2) a=-3, b=—1, c=15, b) W (x)=x(x+4+5)(x+4-5).

87. ay=-4, a1=2, ay=0.

Wskazowka: W(x) = 2x(x — 1)2 =2x% —4x? 4 2.

8.8. Wskazowhka: f(0)=90 i f(x)=a(x+6)(x+5)(x+3),skad a=11i f(x)=x>+14x>+63x+90.
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8.9.a)Tak,  b) W (x)=(x+2)%-(x=2), P(x)=(x+3)*-(x=2), ¢ O(x)=(1-x)(2x+5)(x-2).
8.10.a) m=23, R=0, b) m=2, R=112.
8.11. m=-6.

Wskazéwka: Rozwiaz rownanie W (3)=0.

812. k=2im=1.

) w(1)=0
Wskazowka: Rozwiaz ukad rownan .
w(3)=0
8.13. a:%; X] 2—4, Xy :—1, X3 =3.
8.14.a) k=3, b) k =-8, ky =8.

Wskazéwka: a) W (x)=P(x)-O(x)+R(x), czyli O +2x% —kx+3 =(x-1)-0(x)+3.Gdy x=1,
to 142—k+3=(1-1)-0(1)+3.

8.15. a=-51b=09.
W(2)=7

w(3)=10"

Wskazowka: Rozwiaz uktad rownan: {

8.16. x e (0; §j
3

Wskazowka: Rozwiazujac uktad rownan {

W(-1)=0
w(2)=0

i b=1. Nierownos¢ W (x—1)>W (x+1)—4 jest rownowazna nierownosci

obliczysz wspolczynniki a =—4

B -7x? +12x> 0 —x? —4x+4-4.
8.17. Wskazdwha: Zauwaz, ze W(2)=(2-2)"" +(2-1)" -1=1-1=0,
w(1)=1-2)"+(1-1)" =1=1-1=0.

8.18. x:*@_z.

Wskazowka: Funkcja fma trzy miejsca zerowe —3, —1 i 2. Funkcje t¢ mozesz zapisa¢ w postaci:

F(x)=1-(x+3)(x+1)(x=2), czyli f(x)=x>+2x*~5x—6,skad b=2, c=-5, d =—6.
52
3 3

f'(x)=0, gdy 3x*+4x-5=0, skad x X

_(V19-2) 1
fmm_f[ ; j——27(56+38\/ﬁ).

2
8.19.2) f(x)= gx(x +2)(x-4), b) przesun wykres funkcji f'o wektor [3,2].
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8.20.a) D, =(-2-1)U(l;+), b) Dy =(-4+),
¢) sz(—2;0>u(2;5>, d) Df:(—l;1>.

821. a=4,b=-2.

8.22.8) W (x)=(x+7)(x+1)(x1), b) 7 (x)=(2x+1)(x +2)(x-2).
O W (x)=(+* x+1)(x+1)(2x-3).

8.23.2a) Tak, x; =-2, x; =1, W(x)=(x+3)(x+2)(x-1),
b) liczba 1 nie jest pierwiastkiem,
o) tak, x=3, W (x)=(x-2)*(x-3).
d) tak, x; ==5, x; =4, W(x)=(x+5)(x+1)(x—-4).

Wskazowka: Zauwaz, ze W(—3) =0, wiec liczba -3 jest pierwiastkiem wielomianu /7.

Na mocy twierdzenia Bezouta wielomian W dzieli si¢ przez dwumian x+3 .

W x-2

(x3+4x2+x—6):(x+3)

x> —3x?

= x2+x

—x?-3x
= —2x-6
2x+6

= 0

Wielomian W mozna zapisa¢ w postaci W (x)=(x+ 3)(x2 +x— 2) =(x+3)(x+2)(x-1).

8.24. Wskazowka: [(x +1)(x+ 4)] . [(x +2)(x+ 3)] +1= [(x2 + Sx) + 4} . [(x2 + 5x) + 6} +1=
:(x2 +5x)2 +10(x2 +5x)+24+1 :(x2 +5x+5)2.
8.25. Wskazowka: (x4 —2%3 +x2 ) + (x2 —8x+ 16) =x? (x- l)2 +(x- 4)2.

8.26. Wskazowka: Wykaz, ze W (1)=1.

8.27. Wskazéwka: Zalozenie: Wielomian W jest podzielny przez dwumian x +1, wigc W (-1)=0.
Teza: ay+ay+ay+..=ay+ay+as+...
Dowéd: Z warunku W (—1)=0 otrzymujesz réwno$¢ ag —a; +a, —az +ay +...+(-1)" a, =0, skad

agtaptag+..=a taz+as+.. cnw.
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8.28. Wskazéwka: xyx+yxy ;to 100x+10y+x+100y +10x+y=111x+111y=111(x+y).

Rownania wielomianowe

8.29.a) x; =—3, x2:§, =3, b) x,=0, x, =1, x3=5,
C) x1=72, X2:1, X3:3’ d) Xlzfl, x2:2,
1 7
e) xl:_2> xz:—l, X3:§, f)XI:_E’ )CZ:O, X3=5.

Wskazowka: Zapisz rOwnanie w postaci:
a) (¥ -3)(3x-2)=0, b) x(x*—6x+5)=0,
o (x— 1)(x2 -x- 6) =0, poniewaz liczba 1 jest pierwiastkiem réwnania
i (x3 —2x? —5x+6):(x—1)=x2 -x-6,
d) (x3 )2 ~7x%-8=0 j wprowadz pomocniczg zmienng np. =t rozwiagz rownanie 2 -7t-8=0 R
gdzie t=—1 lub r=8,skad x’=-1 lub x*=8,
e) 33 +8x2 +3x-2=0 i zauwaz, ze liczba —1 jest pierwiastkiem tego réwnania,
f) (2x+5)(x+1)(x=5)=5(x-5) < (x-5)((2x+5)(x+1)-5)=0.

8.30. a) X =-8, X, =-2, x3=4, b) x,=0, x, =1, x3=2,

c) xp=1, d) xy=-5, xp=-1, x3=1, x4 =5.

Wskazowka: a) Skorzystaj z wlasno$ci warto§ci bezwzgledenej i zapisz rownanie:
(x+ 2)2 -18=18 lub (x+ 2)2 —18=-18, a nastepnie je rozwiaz,
by [(x=1=(x=1)7 & [(x=17 - (x=1)] =(x =17 & (x=17 Jx =1~ (x=1)° =0 & (x=1) (jr=1|=1),
¢) opus¢ wartos¢ bezwzgledna i zapisz:
X x+8x=0, gdy x>0 lub x° ((—x)+8x=0, gdy x<0,
wiec x(x3 +8):0, gdy x>0 lub X(*x3 +8)=0, gdy x<0
czyli x=0 lub x=-2,gdy x>0 lub x=0 lub x=2,gdy x<0,
skad x=0.
d) zapisz rownanie w postaci xtes= |x]- (5x2 + 1) i rozwigz rownania:

x4+5=x(5x2+1), gdy x>0 [ub x4+5:—x(5x2+1), gdy x<0,
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8.31.a) n=17, b) n=4, c) n=3.
Wskazowka: a) (ijS(Z] < n(n-1)(n-2)=15n(n-1) < n(n-1)(n-2-15)=0,
skad n=0 lub n=1 lub n=17 ineN i n>3,
b) n+n(n-1)(n-2)=28 < n*—=3n?+3n-28=0 < (n—4)(n2+n+7)=0 ineN,in=3,
¢) (n=2)(n-Dn+(n-1)n(n+1)=30 < n(n-1)[n-2+n+1]=30 < n(n-1)(2n-1)=30.
1 sposéb.
Gdy ne N i n23  Zauwaz, ze 30=3-2-5,skad n=3.
I1 sposéb.
2n° =3n* +n-30=0 i zauwaz, ze liczba 3 jest pierwiastkiem tego réwnania,
czyli (n=3)(2n7 =3n+10)=0 i ne N, i n=3,
8.32. Wskazowka: Zauwaz, ze rownanie moze mie¢ pierwiastki: —3, —1, 1, 3. Wykaz, ze zadna z tych liczb

nie jest pierwiastkiem réwnania.

2443 2-3
2

8.33. Wskazowka: a=

, b:T . W(x):x(4x2 —8x+1) ix=a, x;=b.
8.34. Liczby 3,41 5.
Wskazowka: Przyjmij: x — pierwsza liczba, x+1 —druga liczba, x+2 — trzecia liczba.
Zatem x> +(x+1)’ +(x+2)° =216.
8.35. me {14,414}
Wskazowka: Z warunkow zadania: A>0 i x14 + xg =4m® +6m* —32m+12, gdzie A=m> -12
i x14 +x§ :(x12 +x§)2 —2x12 -x% :[(xl +x2)2 —2x1x2}—2-(x1x2)2 oraz xy+xy, =m+2, xjx, =m+4.
Rozwiaz uklad {mj -2 >20 .
m" —12m~-28=0
8.36. me(—0;—6)U(-2;0)U(0;+0).
Wskazowka: Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci: x[m2x2 + (m2 + 6m)x +m+ 6} =0,
skad x=0 lub ® m>x? 4—(;712 +6m)x+m+6:0.

Poniewaz jednym z pierwiastkdw rownania jest liczba 0, wigc rownanie bedzie miato trzy rézne pierwiastki,

gdy rownanie ® ma dwa rozne pierwiastki i zaden z nich nie jest rowny 0, a to jest spetnione, gdy:

az0 m? £0
c#0, czyli {m+6#0
A>0

(m2 +6m)2 —4m2(m+6) >0
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8.37. Nie ma takiej wartosci parametru m, dla ktorej rownanie ma trzy rézne pierwiastki niedodatnie.
Wskazéwka: x> - 2(m+ l)x2 + (2m2 +3m+ l)x =0 x|:x2 -2(m+1)x+ 2m> +3m+ 1:| =0.

A>0
Zatem x;-x, >0 .
xl+x2<0

8.38. me (%, l).
3
Wskazéwka: Lewa strona rownania (x— 5)[(m - l)x2 —2mx+m— 2} =0 jest podzielna przez dwumian
x—5, wigc liczba 5 jest pierwiastkiem dodatnim réwnania. Pozostate dwa pierwiastki musza by¢ ujemne.

Rownanie postaci ax® +bx+c=0 ma pierwiastki x; i x, ujemne, gdy spetnione sa warunki:

m—1£0

m#1
a#0 12m—-8>0
A>0 =N m_2>0 = "3 .
x>0 m-1 me(—o0;1)U(2;+0)
Hrn <0 am me(0;1)
m—1 ’

8.39. pe (%, 3] U(3;+ ).
Wskazowka: Dane rbwnanie mozna przedstawi¢ w postaci
Copxtp-1=0 < (x3 —1)—p(x—1):0 < (x—l)[(x2 +x+1)—p} =0.
Zatem x—-1=0 lub x> +x+1- p=0. Rozwigzaniem pierwszego rownania jest liczba 1, wigc drugie
réwnanie powinno mie¢ dwa rozwigzania rézne od 1, czyli A>0 i P41+1- p#0.
8.40. me(2;+x).
Wskazéwka: Jezeli x> =t i t> 0, to dane rownanie mozesz zapisa¢ w postaci
® (m=2)2 =2(m+3)t+m+1=0.

Dane rownanie ma cztery rozne rozwigzania tylko wtedy, gdy rownanie ® ma dwa roézne pierwiastki

m#2
m=2#0 4(Tm+11)>0
. . . . . . A>0 - J2(m+3)
dodatnie. Dla rownania ® powyzsze warunki s spetnione, gdy , czyli m >0
H+t>0 m—2
Hty>0
1" m+1 >0

m—2
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5
841.pe| - |.
i ( 4)
Wskazowka: x5+(1—2p)x3+(p2—1)x=0 = x|:x4+(1—2p)x2+p2—1:|=0,
wige x; =0 lub x* +(1-2 p)x2 + p? —1=0. Podstaw do réwnania dwukwadratowego x> =7 (¢>0)

otrzymasz rownanie rownowazne 2+ (1-2p)t+ p2 —1=0. Aby réwnanie dwukwadratowe z niewiadomg x

miato cztery rozne pierwiastki x,, x3, x4, X5 rézne od zera, to rownanie kwadratowe z niewiadoma ¢ musi

(1-2p)*=4(p*-1)>0

A>0
mie¢ dwa rozne pierwiastki dodatnie, czyli >0, £, >0. {4+, >0 & % >0
fty>0
102 P2l

>0

1
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Nierownosci wielomianowe
8.42. a) xe(-w;-3)u(3;5).
Wskazowka: Rozwigzanie danej nierdwnosci sprowadza si¢ do ustalenia przedzialow liczbowych,
w ktorych wielomian W (x)= -3 +5x% +9x—45 przyjmuje warto$ci dodatnie.
1° W (x)=0, gdy X0 +5x% +9x—45=0
(—x3 + 5x2)+(9x—45) =0
~x*(x=5)+9(x-5)=0
(x—S)(9—x2) =0
(x=5)(3-x)(3+x)=0
x=5Tub x=3 lub x=-3.
2° Miejsca zerowe wielomianu W (x): x =3, x, =3, x3 =5, dzicla zbidr R na przedzialy:
(=o05=3), (=3;3), (3;5), (5+») ———O—t—+—+—+—+o0t+o0—»
-3 3 5 «x
3° Na osi liczbowej zaznacz miejsca zerowe i znak warto$ci wielomianu W (x) w przedziale (—o0;=3) -

Znaki warto$ci W (x) w kolejnych przedziatach na osi liczbowej wyznacz, rysujac lini¢ znaku W (x),

gdy as =-1 .

- - = = — = X
-3 3 N
11?1&
Znaky,

Nierownosé —x” +5x? +9x 45> 0 jest prawdziwa dla x € (—o0; —3)U(3;5).

8.42.b) xe(—0;—2)U(5+x).

Wskazowka:

|
|
! ! ag=-1, czyli ag<0
- — — -+ N\+ L+ X - = = =
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8.42.¢) xe(0;+0).
Wskazowka: x° (2x4 +3x% 4+ 2) >2 & 220, bo 2x* +3x2+220, gdy xR,

o znaku a; =2, czyli a; >0,

8.42.d) xe(3;5).
Wskazowka: Zauwaz, —2x2-3x-8<0 ze, wigc nierd6wnos¢ bedzie spelniona, gdy x? —8x+15<0.

a, =1, czyli a, >0,

8.42.e) xe(—o0;—2)U(2;3)U(3;+x).
Wskazowka: (x2 —4)(x2 —6x+9) >0 < (x+2)(x—2)(x—3)2 >0, gdzie (x—3)2 >0, gdy x #3,

ag =1, czyli a4 >0,

8.42. 1) xe(—oo;—3>u<1; 2>.
Wskazowka: ¥ -7x+6<0 & X —x—6x+6<0 < x(xz—l)—6(x—l)£0 =
S (x=1)[x(x+1)-6]<0 < (x=1)(x+3)(x-2)<0.

az =1, czyli a;>0.

843.a) xe{-2,-11}, b) xe(—o0;1), ¢) xe(-3;4).

Wskazowka:

a) Zauwaz, ze |(x71)(x+1)(x+2)|£0 & |(x71)(x+1)(x+2)|=0 < (x-1)(x+1)(x+2)=0,

_|x? =120 2 -1<0
b) rozpatrz dwa przypadki: 5 3 lub 5

x“=12x"—x B

>
—X

c) |x27x|S12, wigc W ox<12 i x2-x>-12.
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8.44. a) Brak rozawigzania, b) ne{2,3}.

Wskazowka: Nierownos¢ zapisz w postaci: a) n?-4<0ineN oraz n>2 ,

b) n>-n-8<0ineN oraz n>2.

W przedziale (1 — ;/ﬁ; I+ \/ﬁj znajduja si¢ dwie liczby naturalne wigksze od 1.

2

8.45. Wskazowka: Lewa strong nierdowno$ci mozna zapisa¢ w postaci:

a) (x271)2+(x+1)2+2,
b) (x476x2+9)+(x2+4x+4)+1,cZyli (x2—3)2+(X+2)2+1,

¢) (x4 —4x3 +4x2)+(x2 +4x+4), czyli x? (x72)2 +(x+2)2 ,

d) x3—2x—2:x3—2x2+2x2—4x+2x—2:x2(x—2)+2x(x—2)+(x—2+x)=
0 -2x

:(x—Z)(x2 +2x+1)+x:(x—2)(x+l)2 +x.
Gdy x>2,10 (x—=2)(x+1)>0 i x>2, wigc (x=2)(x+1)*+x>0. cnw.
8.46. a) xe(—oo;l—\/36>u<l+\/3€;+oo] , b) xe(—0;1)U(3;+x).
Wskazowka: b) Rozwiaz nier6wnosé 3x2+9>12x, czyli X2 —4x+3>0.
8.47. Wskazowka:
Zapisz nierdownos¢é n > [n ; 2] W postaci —n?+3n+2<0 i podaj rozwiazanie w zbiorze liczb naturalnych

wigkszych od 3.

8.48. Wskazowka:
2n

Zapisz nierownos¢ (
n

J >2. (Yj w postaci 2n(2n-3)>0 i podaj rozwiazanie w zbiorze liczb naturalnych

wigkszych od 1



