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14. Stereometria — odpowiedzi i wskazowki

Pola powierzchni i objetosci graniastostupow i ostrostupow.

14.1. a) cosa=?, b) cosﬂ=l.
a\/—
Wskazowka: ) W tréjkacie D;0B: |0Dy| = 22 | |0B|= 5=, |DIB|=(J\/§ .
a2
Z twierdzenia cosinusow mamy 3a’ = 6% 2% -2 :‘/ﬁ cosa .
14.2. 96 cm?.
Wskazowka: ¥ =x3, ¥y =(x+1), V;+61=V, .
143.V =3(2+3), B, =3(V6+2V3+2+4). ) c B
“N\eoy a5
Wskazowka: ¥ =16-c-sin60°-H i Py=H(a+b+c). 2
. .. , 2 2 C B
Z twierdzenia sinusow: — =———, skad a=+6 oraz - =— , C 1
sin60°  sin45° sin45° sin75° p
1
4sin75° V2(V3+1) H
skad c= , gdzie sin75°=sin(30°+45°)=————~. Zatem c=3+1.
a AL ( ) 1 H s
H S -17
W trojkacie ABB;: tg 60°=—, skad H =3++3. 4 ¢
c
| Dy q
144,V =—abJa* +b* —ab. :
2 4 Y B,
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. | />\
H AP
P, =absin60°, — =1tg30°, gdzie x= Ja* + b ~2abcos60°. 4 /60\ o S
x
14.5. Wskazowka: a) Zauwaz, ze |DB|=a~/2 oraz b Ld, i a Ldy (ztwierdzenia P2k c
I
o trzech prostopadtych i warunkéw zadania), stad A BAD'= A BCD' (kbk). A wal B
| d
d 2
1° |« BD'A|=|« BD'C|=a, 2° BD' —wspélny bok, 3° |« ABD'|=|<« CBD/, /!
pl— L |- @&c
7
wiec a=b. c.n.u. - b
4 a B
b) ABAD'=ABCD', wigc a=b, d;=d, =d.
2 2
- . o . 2
W trojkacie BAD': d =cosa, wWigc cos’ o = d—2 W trojkacie BDD': & =cos f3, wigc cos? B =iz'
p p P P
2 2
Zatem 2cos’ +c052,B =%+2iz=iz(a +d2)=%-p2 =2. c.nu.

p p p
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3(4+3v2 Dy o}
146. V=L g 1d
2 2 4 B,
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. H
c c
DI
|« ABC|= *TL' wiec |« DAB|= 77 d=a3 oraz H? =% - d®. P e
s a
4 = 3

Z tw. cosinuséw d? =2¢? —2¢ cos%, czyli 3a 2=2¢% 202 cos4, skad P P —
2(1—005—]

14.7. Zadanie ma rozwigzanie, gdy o E(O 3) y=4 3 ~3-4sin’a.

8sina
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. G
A /e
y . 7)., _d\3 1 &
Trojkat ADC, jest prostokatny, stad o € O;E V= 2 -H.
H
AD AD
Poniewaz w A ADC;: ||AC|| =sina, gdzie |4D|= \/_ i ]4C|=Va 2yH?, wigc Y ~~.p
1
5 a2(3—4sin2a) ) .
H=———F—. H istnieje, gdy 3—4sin“a >0 i o 6(0; —).
4sin” a 2
14.8. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. D, G
, . .. N Al\\ B Al\a/Dl
Przekatne BDy, DB, s3 rownej dtugosci, potowia si¢ i s3 AN N o0
Lo 2a, /
prostopadte, wigc czworokgt BDD, B, jest kwadratem, a2 : 2 \'\\ a3| X |aV3
1A N // \\/ o
w ktérym |DB|=|BB)| = a~/2 oraz |BD)|=2a. pe Ao Voo, 2
' a@\\\\ a B a C
4 a B
14.9. d =321 cm.
Wskazowka: Oznacz krawedzie prostopadtoscianu a, aq, aqz. Z warunkow zadania: V = a3q3,
33
22, 2 23 o a’q =216 ~ ~
P.= 2(a q +a‘q+a’q ) Rozwiazujac uktad 2 2 , obliczyszaiq.
2(a q +a? q+a q ) 252
Dl Cl
30 30 3
1410, [aw]=P 1o =30 g3, .
6 6 6 I
I
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. 4, 5 B,
I
Zauwaz, ze A ACS jest 4 D
5|
rownoramienny, gdzie |AC| V2 i |AS| |SC| R
L. T \\\ C
A B S
T
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14.11. 52.
Dy e
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. 502 /g{
Y Vi B
o W AABS:|SB|=+10%-5% =53 71 s [
. N N R
o W AABDlzsina:lzﬁ. 0] / [0) S S C
10v3 3 P
N ! 10
° PASBDl :%.5\/5.10\/5225\/5 i PASBDI :wl % . 4
2576
skad h=—"+—.
4 5V3

14.12. B, =12(2++3), V =2(3J3+5).
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: a — dlugo$ krawedzi sze$cianu, d — dlugo$¢ przekatnej sze$cianu.

7 warunku zadania d =a+2 . Poniewaz d =a~/3 , wigc a+2=av3, czyli a=-3+1.

14.13.a)a:%, b) cosﬂ:%.
Wskazéwka: b) |AC'|=|CA'|:ax/§, |Pc|:|pc'|:%|,4c'|:§ ,

. . L, 3 3 6
7 twierdzenia cosinusow a2 = Z a+ Z az— ZCOS B,

wige 3a’ cosff= a’, skad cos 8 :% . A ¢
P % a
A C
a2
14.14. cosa :ﬂ.
41 N
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
W AA4BC: |cD|=4, p=2t2*0_g 4 , D
2 3 %’V c
Pyypc =121 Pyypc=8-r, skad r==, czyli x=4-—-. 3 5
2 2 C B
cosot =—.
|SC| 5 5
A D 3 B
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3
1415.a) V=—9 b) cosﬁ:@. S
24sin20 7

Wskazowka: Zauwaz, ze spodek wysokosci ¢

ostrostupa pokrywa si¢ ze $rodkiem okrggu opisanego na jego podstawie. B C
{
D

Przyjmij |BC | =a, |A0| =R —dlugo$¢ promienia okregu opisanego na podstawie 4

T
2
a) Stosujgc definicje funkcji trygonometrycznych w odpowiednich trojkatach prostokatnych oraz twierdzenia

ostrostupa, |« ABC| = |« ASO|=a, | ADS| = i f (o; ] 15| = |BS| =[CS| = .

. S R
sinusow w trojkacie ABC, wyznaczamy: b= a , R= .a , C=—— =— a - ,
2cosa 2sin2a sina  2sina -sin2a
R a _a
tga  2sin2a-tga  4sinlo
aV3

b) Z warunku o =60° wynika, ze a=b. Zatem |OD|= N —
4sin120°

W tréjkacie ODS mamy 4 = ga.
1
14.16. cosot =——.
4
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku,
gdzie |0S|=H , |04]=22a.

W ASOE: H=~/3a, wASEC: x=+/5a. Pypcg =2d*

. 1 4+/5
1 PADSCZE'h'\/ga, Skqd hz—;/—a(bo PABCS:PADCS)'
Z tw. cosinuséw w A ACP: |AC|2 =2-h*—2h% -cosa, skad cosa =

14.17. V =E(\/§+1).
9

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia,

jak na rysunku. Z twierdzenia sinuséw w trojkacie ABC:

1° — 4 =2R, skad R:ﬂ,
sin 60° 3 A 4 B
2° — 4 =,L, skad b=ﬂ,
sin60°  sin45° 3
4 a J6+2 abc

o

skad a:§(3\/§+\/g), bo sin75°=sin(45°+30°) === == i Pyasc ="

$in60° sin75° 4R
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14.18. sina :@.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

2
aZ:%ah, skad h=2a. W A AES: bzz(%aj +h?%, wiec b:g-a.
W A ACS z twierdzenia cosinuséw: 2a” = Qaz +1—7a2 —2-1—74a2 -cosa, skad

cosa =%. sina =V1-cos?a =@, gdzie o €(0; 7).

14.19. V = %dldzﬂ [3d3 —d?, gdzie d, > %dl.

Wskazowka: |AC|=2d,, |BD|=|BS|=|DS|=2d, .

14.20. tga =2, a ~63°.

Wskazowka: Zauwaz, ze punkt D jest

srodkiem odcinka BC oraz E jest srodkiem odcinka DB oraz

|CB|=|B4|=|AC| =|BS| = | 4S|=a

14.21. cosa = —?.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie

trojkat CSB jest prostokatny i réwnoramienny (bo 12 +12 = (\/5 )2 ), N

F
trojkat DCS jest rownoboczny o boku diugosei 1. %
b c

3 1
Zatem |DF| = |FG]==. . G
W tréjkacie DGC mamy |DG| :76. X

2 2 2
Z tw. cosinusow dla A DGF: (\/Zgj —(ﬁj +(l) —2~?%cosa. R s
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3
14.22. |4S|=~/3-a-cosa, V—?sm2a
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. Zauwaz, ze A ADS

jest rtownoramienny i |« ADS|=180°—-2a. Z tw. cosinusow dla

A ADS: |AS|2:[“‘2/§] 2- 2% cos(180° - 2a),

wige |4S|=+3acosa. W A 48,S: ——sina.

14.23. v_f 45| =2 |CS| £

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: |AH|=2x, |HC|=

14.24. \Wskazowka: Przyjmij oznaczenia,

jak na rysunku. Z twierdzenia cosinus6w

W -d?

W ADBE" cosa =
H2

W ABCE: tgp 77, gdzie

Z=a®-n
14.25. Wskazowka: Jezeli punkt K nalezy do wnetrza czworo$cianu foremnego o wysokosci h, to jego
objetos¢ jest sumg objetosci ostrostupow o podstawach bedacych §cianami czworoscianu (trojkaty rowno-
boczne) i wysoko$ciach (dy, dy, d3, dy) rownych odlegtosci punktu K od poszczegdInych Scian czworoscia-
1 1 1 a3 1 a3,
4

1
nu,czyli V==P-dy+-P-dy+—=P-dy+—P-d,, gdzie P= V==
y 3 173 273 373 4> & 37 4

Zatem V :%P(dl +d2 +d3 +d4), Stqd dl +d2 +d3 +d4 :3?1/. c.n.u.

14.26. \Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie
ASOA=ASOB = ASOC = ASOD, zatem |04|=|0B|=|0C|=|0OD|= R, czyli

punkt O jest srodkiem okregu o promieniu R, opisanego na trapezie.

p §
Korzystamy z twierdzenia o okrggu opisanym na trapezie. m‘
A~— __—8B



14. Stereometria — odpowiedzi i wskazowki
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14.27. Wskazéwka: Zauwaz, ze: H =msina i a=~2mcosa ,

gdzie H jest wysokoscia, a jest krawedzia podstawy ostrostupa.
14.28. Wskazowka: Zauwaz, ze dtugos¢ wysokosci h poprowadzonej do krawedzi
h h b b

bocznej b ostrostupa jest mniejsza od krawedzi podstawy a (h<a).

W —a? :1_(7

h)z

Zatem cosa =

a >1, wiec cosa < 0.
6h*
(tga + 1)2 .
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku,

14.29. P=64"

gdzie |SD|=h — dlugo§¢ wysokos¢ ostrosupa,

Zauwaz, ze: |SD'| =h—a,gdzie a,heR".
Sciany boczne ostrostupa sg trojkatami prostokatnymi, bo

|<I SAB| = |<}: SCB| = |<}: SDC | =90° (z twierdzenia o trzech prostopadtych)
Z warunkoéw zadania katy DCB i SCB sa proste, wiec |<): DCS| =q.Zatemw A SDM :

h—a .
—=tga ,wi¢c a= .
tgo +1

S

3
1430 Voslmslupa _ (a +H)
3aH?
/ M

V;zeécianu
I

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie |SK|=H .

a2

H 2
a2 b2
D!

Krawedz sze$cianu ma dtugos$¢ b, wiee: 2 _
b
2 2
K
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Pola powierzchni i objetosci walcow, stozkow i kul.
1431 y=L. 5=
2 2r

14.32. Promienie walcow: 21 V7 —1.

12
, R2H =12 M=
Wskazowka: J7* =lem PN .
2nR(R+H)=207 R£r+£j:10
R2

12
Roéwnanie R(R + 1—22] =10, czyli R%+ ? =10, wiec R*-10R+12=0=10 ma dwa rozwigzania dodatnie
R
1433. v =207 43
87 +33 D
/
L o . : A d. B
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: 4 /:\ Q "“V;
3 i d=2r 3
P — pole wypukiego wycinka kota AOB, ! jB j 3
Pypp — pole odcinka kota ADB, ' 8
. . . |OE| 1
Py 405 — pole tréjkata AOB, w ktorym |« AOB|=120° ( ABEO: sinf = ] =5 to B =30°),
V,, — objetos¢ wody w zbiorniku, ¥, — objetos¢ zbiornika, | — dlugos¢ zbiornika.

Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku oraz uwzglgdnij warunki zadania, czyli:

3 2 .

Z-Zr =6 < r=4 Zatem V,=nr’l=16x-1 i 200=V,-P -1

Skorzystaj z wzordw na pole wycinka kotowego P = %nrQ i pole trojkata P = %ab siny, otrzymasz pole

120°
360°

, 2 1 oo 4
odcinka kota: Pypp = Pz = Payop = 747 =2 4-4-sinl20 =§(47r—3\/§).

Z réwnosci 16007l —g(47z -33 )-I =200 oblicz .

14.34. a) Wykorzystanie kartonu jako opakowanie dla duzej puszki lub 64 matych puszek jest jednakowe.
b) Wartosc zuzytej blachy na wykonanie 64 matych puszek jest wigksza o 586 zt niz warto$¢ blachy
uzytej do wykonania jednej duzej puszki.

Wskazowka:
a) e dla duzej puszki V; =20007 cm?
e dla malej puszki V,, =31,25% em?,

Laczna objetos¢ V matych puszek zapakowanych do kartonu 64-31,257 cm? = 20007 cm? .

W jednym kartonie umies$ci¢ mozna jedng duza puszke albo 64 mate puszki.

b) Zuzycie blach obliczamy ze wzoru P, = 27r(r+h) , stad:

e dla duzej puszki mamy P, = 6007 cm? , wigc wartos¢ blachy 188 zt.

e dla malej puszki mamy P. =38,57 em? i wtedy wykonanie 64 puszek kosztuje 774 zi.
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14.35. d ~4,2cm, h~10,6 cm.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

Zauwaz, z7e:
e |CF|=|FE| ,wigc objetos¢ wylanej wody jest
réwna potowie objetosci walca CDEF, wigc

y— [lCFl] |FE| 7|- d? oraz V=ﬂ,gdZiem:30g’
27 2 p

V =30cm’, czyli én’dz =

d*h =600 30
o " Cskad d =232 § h=5-3/@.
nd® =240 ™ ™

in(a — dPte’asin(a -

14.36. a) |BD|:M [m], b) ¥ = rd tg asm.(a ﬁ)
cosasin f3 4cosasin B
3V(7r e+ 3V) s

1437. p, =Y\ 7/

h

Wskazowka: Dane: he RT i V >0. /
3
V== 1 2-h, skad r* L W tréjkacie SOB: /=vh? + 12, skad [ = M
3 Th h y ’ 5

14.38. o =45°.

Wskazowka: Rozwigz uktad rownan

mrl =2\2n

, gdie r jest promieniem, a | tworzacg stozka.
2r
ar(r+l)=—/——

V2 -1

14.39. V :32n(2+J§).

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie |SO|=h, |SC|=4

r r
Z=tg60° i =tg45° skad r=2(~3+3).
no 8 T s ( )

v :lnrz(h+4)—lnr2h.
3 3
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14.40. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. 2nR—x -

R — promien kota, r — promien stozka I,

r, —promien stozka II, v,

X — dhugos¢ tuku jednego z wycinkow kota, d
27 R —x — dlugos¢ tuku drugiego z wycinkoéw x
kota.

Z wycinka, ktorego dtugos¢ tuku jest rowna X, utworzono powierzchni¢ boczng stozka, ktérego obwod

podstawy jest rtowny 27 Ij, zatem 277 =X, WigC 1 = 2i Z drugiego wycinka utworzono powierzchnie
Vs

2TR—x

boczna stozka, ktorego obwdd podstawy jest rowny 27 R —x, zatem 27w r, =27R — X, wigc 1 = > .
T

2R~
Zatem r1+r2:i+ TEZE_R

27 2

14.41. sina :g.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

, . ro.
Z warunkow zadania: sina = 7, wiec

b, =h, < wrl=2nRl < r=2R.

1 3 7 7
V=V, < —mr*h=nR%l, gdzie h=~1>-r?. Zatem 4—=—, skad LS A
’ 3 2 64 I 4

14.42. \Wskazowka: Zastosuj twierdzenie cosinusow dla trdjkata, ktory jest przekrojem osiowym stozka,
w ktorym r=3, 1=51i h=4.

. 3 3 4
14.43. \Wskazowka: sina = 3’ wigc cosa = 1—(5) = 3 Zatem
r_a
1 5 ,skad 1=10.
wrl =807

14.44. 1899,072 cm?.

14.45. Wskazowka: §ER3 =47R?.
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Przekroje szescianow i ostrosupow

14.46. Okoto 71°.

. C B D C,
Wskazéwka: — 1 ! 1
AN N /
.. .. D \ N %\ /
Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. RS ZN a J\W’
< N @
. o] V2| e
Zauwaz, ze: C NN [Ty SN
Va \ B 7/ \
. . . . . 7z / A
® Przekatne szescianu AC, i BD; nalezg do jednej e @ ,/ *
D a A A a B

ptaszezyzny ABC, D, oraz |AD;|=|BCy|= a2
i |4C)|=|BD)|=aV3.
® Pipep =a-av2=a’N2 i Py, =%'(a*/§)2 -sing , skad sin</>=§\/E .

2
1447, po 5
2 2
Wskazowka: W trojkacie prostokgtnym BB,S, mamy |BS,|= (%j +d? .
2
14.48.a) Pyyps, = 4 ;/§ ; b) cosa=—

Wskazowka: W tréjkacie prostokatnym S,SK:

a) |SK|= |S1K|2 +|SS1|2 . Zatem pole Pppcg, =M, b) cosa :m .
2 ISiK]
14.49. Wskazowka: V, —l~a-£~a—la3
49. - VapLkap, =5-a- 5 a=7a"

14.50. Wskazowka: Poréwnaj cosinusy katow o i f3.

14.51. Wskazowka: Szesciokat jest foremnny, gdy rowne sa jego wszystkie boki oraz rowne sg te przekatne,
ktore sg srednicami okrggu opisanego na tym szesciokacie. W trojkacie P'Q'RI odcinek AB jest rowny
potowie dtugosci podstawy |P'R'| =av2, czyli |4B|= # (jako odcinek taczacy $rodki dwoch bokow

trojkata).

Analogicznie: |BC| —|Q R|
a2

|FA| = 5|PQ | = - Przekatna AD zawiera si¢ w postokacie P'Q RS, ktory jest przekrojem sze$ciokata

2 pc|= —|SR| , |ED|= |PR| |EF| —|PS|

plaszczyzna przechodzaca przez krawedzie P'Ql i RS. Przekatna taczy $rodki przeciwlegtych bokoéw

prostokata PO RS , wice jej dlugosé |4D) =|Q'R| :|P'S | = a2 . Analogicznie wykaz, ze |FC|= a2

i |[EB|]=av2.  cnu.
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3
1452 =9 =24,
6 6
C
Weskazowka: Jedna z bryl, na ktdre szescian podzielita ptaszczyzna 1
A.BCy, jest ostrostup A;BC,B; o objetosci V; (rysunek obok), ktorego 5
podstawa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych majacych a
dlugosc a. a

Wysokoscig ostrostupa jest |BiCy|=a . Zatem V; =

La? \
—a -a.
2

w\—

2
1453, p= 5V41a
32 E D G C
Wskazowka: W trojkacie prostokatnym AA;F: 4 y i \
5 ‘ 1B
|AF” =44/ , skad |AF|=~a. Hid
plfe
W trojkacie prostokatnym FGD;: M
L (1Y (1 \/— A B
|FG| :(*dj +(*a) skad |FG| a
4 4
Przekatna |AC|=a~/2 , wige |AM|:|NC|:@ skad [AM|= 3‘/—
W trojkacie prostokatnym AMF: |FM|2 :|AF|2 —|AM|2 , skad |FM| = ga
14.54. Wskazowka: h, = "*2/— =% a*+4h?

14.55. V =216.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

S — $rodek cigzkosci w tréjchie réwnobocznym to $rodek okregu opisanego na nim.

a\/_l

W AMOS: |MO|=|S0|= = |SM|
L2,

AA]Blcl ~ AKLC, Skqd |KL| ==

i

PABLK = —20\/— Skqd a=12.
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2(1—th 3)
14.56. tgf = ~ 2 =V2°°;"‘.
tg— sin—
2 2

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia,

jak na rysunku. Zauwaz, ze x = %. W ABCS: h=—2

o
2tg—
g2

WAPOS:tgﬂ:ﬁ,gdzie H=x-tgf=

a 20
X 2

. Z' 1-tg
g2

3 2
14.57. V=;’—2-tga, B, =#-\/l+4tg2a.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, |OE|= % .

W AEOP: tgo = % Z warunkow zadania |OS|=2-|OP|= % -tga.

W AEOS: |ESP =|EOP +|0SP, skad |ES|:%-\/1+4tg2a.

NS,

N
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2
1458, &3

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

a) Zauwaz, ze: » odcinki KM i LM sg prostopadte do krawedzi SC (z tw. o prostej

prostopadtej do ptaszczyzny); e trojkaty SBC i SDC sa prostokatne
(bo ISBI? +1BCI =ISCP? oraz ISDI? +1DCI =1SCI) i przystajace ( ASBC = ASDC) (bbb), wiee |KM| =ILMI;
o ASMK =ASML (bbb), wiec |SKI=|SLI; o ASAB=ASAD i |SK|=ISLI|, wiec ASAL=ASAK (bkb),

wiec |ALI=|4K]. Poniewaz |ALI=|4K| i |[KM|=ILM]|, wigc czworokat ALMK jest deltoidem.

2
b) WASAC: o ISCI? =a? + (av2)", skad ISCl=a/3; «zauwaz, ze przekatna AM S

M
deltoidu jest wysokoscia trojkata prostokatnego SAC, wigc Py g4c = Pacsq» czyli a
1 1 av2-a a6 . .
—-1ACI-14S|==-ISCl-1AMI, skad 14M|= = ;e trojkaty SMA i SAC s
2 2 4 a3 3 Jaty ¢ 4 av2 ¢
.96
podobne (ASMA ~ AsAc) SMI ML o iqui—— 3 _a3
Isal — 1acl” av2 3 s
5 , : . szl _lscl e
W ASBC trojkaty SBC i SML sa prostokatne i ASBC ~ ASML, wigc —— 3
© lsmi~Isal’ 5 M a3
av3 @
Ism1-ISCl a3 L
skad ISL|= =3 ALY S
ISBI a2 2 B=——¢
KL| |SL
waspg KU _ISH ¢c |KL| = "f s
|DB |SB| / \
Poniewaz [AM|= a\/— i|KL|= \/E , wiec P—f |AM|-|KL|= 1 a\3/6 a;/— ;ﬁ a«/i\
D a2 B
aZ
14.59. a) cosa = 0,25, b) P=7\/§.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
a
a) W trojkacie CBS: cosa = 2 - l
2a 4
b) W trojkacic ACD: |« ACD|=
a\/— !
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata DCA oblicz: |DA|
DP
W trojkacie APD: |DP|= a\/— . Zatem PAABD—al |

2
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2
14.60. a) cosa =0,25, b) P= 5\/8§a .
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
2
W tréjkacie SGB: 4% = (4a)? 7(;) skad h—i
W trojkacie SKG: [SK|2 = h? —|KG[?, edzie |KG|= £|DB| - ga,
5V5
wige |SK
ec |SK|= \/5
2 . P .
14.61. 8) Py g = a : 3sina ’ b) ABCE _ . sina
4-sin(a + ) Py pc  sin(a+p)
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
|4D| _|ED|

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ADE:

sin(r —(a+B)) sina’

|AD|sina
sin(a +B)

1462. P= ?hz.

skad |ED|=

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

Z tre$ci zadania: OM || AS oraz AOCM ~ AACS w skali k :%,

loc|

poniewaz k = m

SIS
=

Z twierdzenia Pitagorasa: |AS|2 = |0A|2 +h?, gdzie |04 = h6, skad |4S|= h\7, wige |OM|=

:%|BD|~|0M|, edzie |BD|=2-|04]

14.63. P= gab =27 cm?.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

AEE,C ~ASOC, wigc @ = @ = é, skad
loc| |sc| 4
|EC|= ﬁ oraz |DE,|= i-% - #

Z trojkata DE(E: |DE| :%b.
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2 .2
sin“ 2a -cosa
1464, p= & S 229050 2 180°—da
sin“ 3a

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

180°~3at
. 4,
W trojkacie KLM: WKl - , skad |M1<|:"S_m2"‘.
sin2a  sin(180°—3a) sin3a C
K
W tréjkacic KES: 1251 cos 20 i |EK|=2, skad |SK|=———. 4
|SK]| 2 2cos2a
W tréjkacie skm: 1ML 1MK] skad |sp|= 2Sin20 sina

sina  sin (180°—4a)’ sin3a -sinda

AADS ~AAD,S, wice 4Dy _|sM] skad |40 =20
|[4D|  |SL| sin 3o

1
P=5(|BC|+|A101|)'|MK|-

14.65. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunkach.

Troéjkat BCS jest rownoboczny, |EB| = #, AMKS = A LMS, ktore sa rownoboczne,
. a3 . .
|DB|=a~/2. Tréjkat GEB jest prostokatny, wigc wige |KP|=|PL|= - Trojkat KRP jest prosto-
2 3, 1 22
. 2 2 2 a
|EG|2:§g2—Ea2:la2, skad Pl:a \/E katny, wigc |PR| =—a"-—a",skad P, = .
4 4 2 4 4 4 4
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14.66. Lacs _ 3, |« BSO|~20° .
Pagcp

Wskazowka:
Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. Zauwaz, ze:

e Stosunck obwodu podstawy do sumy dtugosci wszystkich krawedzi

a 1
=L ad b=aa.
darab 5000 a

ostrosupa jest rowny 1:5, wiec
e Trojkat OBE jest prostokatny, punkt S jest srodkiem
przeciwprostokatnej, wiec S jest srodkiem okrggu opisanego
na trojkacie OBE, wigc |OS| =2a.

Pacs _
2 2
Pypcp a a

%~a\/§-|OS| %~a\/§-2a

e 7 twierdzenia cosinusow dla A BSO:

2
15 .
[a«zﬁ] :(Za)2 +(2a)2 —2-.2a-2a-cosa , skad cosa :E , wiee a ~20°.

Przekroje osiowe walcow i stozkow

2 2q3
1467. P, = M .
i H = rij s?
Wskazowka: Z warunkéw zadania 47" ‘7 7 v skad r=—1H =
2rH =S nS 4r
3
14.68. y="91eF
4sin” a
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak

na rysunku, gdzie |AB| =2r . Z twierdzenia sinuséw A
o o K v L

w trojkacie KLM: ——=2r ,skad r=——-.
sina 2sina

W trojkacie DAB: tgﬂ:i ,skad h=2rtgf , czyli h= Lgﬁ )
2r sina
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14.69. V =54/37 cm’.

Wskazéwka: |4C|=|BD|= p.

Z warunkéw zadania: % p2 sin60°=36+/3, skad p=12.

2RH =363
5 , ., skad R=3i H=3/3 lub R=33 i H=6.
H*+4R*=12
Warunek H >2R spelnia tylko para liczb R=3 i H =34/3.
14.70. P eproju=12 cm?,

14.71. Okoto 255°.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.
Zauwaz, ze:
o |4B|=2r=6v2,skad r=32.

e Obwdd podstawy stozka ma dhugos¢ 67+/2 i jest on

dhugoscia tuku ograniczjacego powierzchni¢ boczna stozka.Obwod okregu o promieniu | =6 jest rowny12x.

o« @ _O0TV2 g4 a:360°-£,czyli o =255
360° 127 2

14.72. Wskazowka: Zauwaz, ze ”—ré =2, skad [=2r.
wr

14.73. a =30°.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie 0°<a <90°.

Z warunkéw zadania P, =3P, czyli nr(r+1)=n3rh /:zr, skad

r+l=\B3h /:1, wiecc ® §+1=\/§?
W trojkacie AOS: § =sina i ? =coso, wigc rownanie ® przybiera posta¢ sina +1= V3cosa ijest
. L . N3 1. 1
rownowazne rownaniu ——cosq ——sina = —.
2 2 2

Zatem sin 60°cosa —cos60°sina = %, wige sin(60°—a)=sin30°.
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14.74. a =60°.
Wskazowka: Z warunkow zadania:
73 Pyyps =P < nf3rh=nr(r+l), gdzie
1=Nh?+r?, skad
r+1=-3h.
1 sposdb
Fh=r it et e (Bh-r) - h2+r2)2 & h=+3r.
é=x/§:tga, skad
a =60°.
11 spos6b
r+1=3h , skad 1=3h—r oraz (V3h—r)’ =r? +1* , skad
h=+3r,

K—ta
P g

1475. v=2.p. |P-1gZ.
3 2

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

r i h oblicz z uktadu réwnan

14.76. Nie istnieje, bo wtedy | =0. N

Wskazowka: h=viZ—r2 i 2L r+l) =71, wigc

/r—” =1, skad
r—1[

r+l=r-1I,czyli

I=0.
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Zdania optymalizacyjne z elementami rachunku
rozniczkowego ze stereometrii

14.77. a=4, h=4.
Wskazowka:

2
1° L=6a+3h oraz V:#-h i V =16+/3, skad h:%‘.
a

Zatem L(a)=6a+3~6—2, czyli L(a)=6- [a+£j gdy a>0.

a a

, 64 3 _64

2° o L(a):6~[1——3j:6-a — ia>0.

a a

3
. (a)=0 o a 364
a
a’ - 64
a3

L(a)<0 < a°-64<0 < ac(0;4).

=0 < a=4.Zauwaz, ze a3>0,gdy a>0, wigc:

d E(a)>0 < 6 >0 o a’-64>0 < ae(4+m).

Funkcja L jest malejaca w przedziale (0;4), a rosnaca w przedziale (4;+) , wiec w punkcie a=4 osigga

minimum lokalne, ktore jest najmniejsza wartoscig funkeji L, czyli Ly, = Lygy =L(4).

Mozna to rowniez zilustrowac tabelg a (0;4) 4 |(4+x)
L(a)| - 0 +
L(a) | ™| 36 | —7

Linin = Lagy =L(4)

V3
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. '
H
Z warunkéw zadania: 6a+3H =9, skad H =3—-2a, gdzie ae (O; Ej, bo H>0.
2 y c
N NG NG

a3 . 3 33 ) p #
V= 2 “H, czyli V(a)—T( ) T(a—a )

V'(a)=0,gdy a=1, wigc Vyyy =V (1)= % :
Uzasadnij, ze Vyy =V (1) .
V'(a)>0 ,gdy ae(0;1),

' 3 3
V(a)<0,gdy ae 1;5 , a | (o1) 1 1;5
czyli funkcja V jest rosnaca, gdy x<(0;1), Vi(a)|  + -

|t |o
/

V(a) P

3
a malejaca, gdy X€ (l; Ej , co mozna przedstawi¢ tabela.

Zatem VMAXzV(l)zé,oraz H=3-2. max
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14.79.b) a=8V3, Py =6724/3. a
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku H H
a) V:a2f~H iV =3456 , skad H:46(;§\/§. H
P(a):2-a2;/§+3-a460§\/§. a a
a

138243 B \/?_)(03 —13824)

2 2
a a

2 !
b) Jesli P(a):a 2\/§+M,gdy ae(O;Sx/§>,to P (a)=aV3-
a

P(a)=0 & a®~13824=0 < a=24.

Zauwaz, ze: 24 ¢(0;8V3 i P(a <0, gdy ae(0;8/3), wicc funkcja P najmniejsza wartoé osiaga dla
gdy ¢ ) i 1878 ag

a=8V3. Py =P(8+3).

14.80. x=43/5, y=43/5.

Wskazowka: Z warunkéw zadania: V = x> -y=320,skad y= %
X
4-320

1° L=8x+4y, wic L(x)=8x+—5—,
x

gdzie x>0.

8:320  8x’ -8:320

X X3

2 I'(x)=8

, gdzie x>0.

e ['(x)=0 < ¥ =320=0 < x=435.
e Uzasadnij, ze dlugoéé Lyyy = L(4§/§) .
L'(x)<0, gdy xe(O; 4%/5) funkcja L jest malejaca (\.), gdy Xe(O; 4%/5)

, wige
L'(x)>0, gdy xe(4%/§;+oo) funkcja L jest rosngea (), gdy Xe(4§/§;+oo)

o Zatem Lygy = Lnin (435). x | (0435) | 45 | (45:4e)

L'(x) - 0 +

L(x) O\ Lmin 0/

Uzasadnienie to mozna zilustrowac tabelka.
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14.81. x=2,

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: X — dugo$¢ wysokos$ci prostopadtoscianu ( x >0),

a — dlugos¢ krawedzi jego podstawy (a>0), wigc V = a? x.

Z warunkow zadania 8a + 4x =24, skad a=3—%x.
Poniewaz a>0 i x>0, czyli 3—%X>Oi x>0, wigc xe(0;6).

1Y 1 3
V(x)=x-(3—zx) =9x—3x2+zx3, V'(x)=9—6x+zx2i x(0;6).

V'(x)=0,gdy x=2 i 2¢(0;6) lub x=6 i 6¢(0;6).

X (0;2) 2 (2:6)

V'(x) + 0 -
vx) | — V‘ga" T~

Zatem Vyy =Viyax =V (2) . bo li)n%)+ V(x)= in(l)+(iX3 -3x? +9x) =0,
P X

lim ¥(x)= lim (1x3—3x2+9x)=0.

x—>6 x—>6

14.82.4,4,7.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: a, b, ¢ — dlugoéci krawedzi prostopadtoscianu.

1
I
I
) . [4a+4b+4c=60 I ¢
Z warunkow zadania , |
2ab+2ac+2bc =144 R
rad ® b+c=15-a /\ b
S . ’
P be=12-a(15-a), gdzie ac(0;15) *
V =abc, czyli V(a)=a3—15a2+72a iae(0;15).
V'(a)=3a%-30a+72, gdzie ae(0;15). a | (@4 | 4 | (*06) | 6 | (&1
v + o] - o] +
V'(a)=0, gdy a=4 lub a=6. (a)

Vmax Vmi
Pozostate dtugosci krawedzi oblicz z uktadu ® , gdy a=4. ) — 112 T 108 —
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14.83.x:\/d2—p2,y:p—\/§, _pV2 VMAX:% dZ—pZ—V(p‘f}

2 2

D] X Cl
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. 1\ v/
I !
i\ /
Ay (B, |©
V=x-yz ix2+y2+22:d2 izz+y2:p2,Wch x2+p2:d2. D:d“‘ /,p C
7 R
’ VS
W trojkacie BC\Dy: x= \/dz 7p2 , w trojkacie BCCy: z= \/pz 7)/2. -~ Y
A X B

Zatem V =V (y)=ld® - p* -y\[p? —y? =\Jd® - p* \p?y? ~»* . gdzie ye(0: p),
czyli V(x)=p*-3*=y* i ye(0;p),czyli V(x)z\/pz-yz—y4 iye(0;p).

Objetos¢ V graniastostupa ma najwicksza wartos$é¢ dla takiego y, dla ktorego funkcja f okreslona wzorem

f(y)= p2 ~y2 - y4 ma wartos$¢ najwigksza, bo funkcja postaci y = Ji jest rosnaca.

' . ' 2p%y -4y’
f (y)=2p2y—4y3 i ye(0;p)albo V (y)=—F——.
22pPy-4y°
V2 2 V2
, 2,2 2 y [O;L P2 (e,
7'(»)=0, gdy 2y(p*~2y7)=0, skad y=2=. 2 2 2
A -
f(»)>0, gdy ye( j fl@)| 7 | foax | ™
. 2
, Wige Py :fmax T :
J'(y)<0, gdy ye[ j
Oblicz dtugosci x iz, gdy y= pT . C
|
34 |
14.84. Krawedz podstawy a = Jav i wysokos¢ h= @ 4, : B,
I
\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. " ! .
aC
2 20N
Z warunkow zadania: V' :ﬁh, skad /= ;W . //a/ \fl\
4 a*3 y 7 B
2
p=2.2 3 +3a-h, wigc 11,(a)=\/§(1a2 +4—VJ i aeR".
4 2 a a | (oY) | yav | (YaVi+e)
3 7
P(a)="", P(a)=0, edy a=¥a7, Pla)| - 0 +
P(a) T~ | MIN 7

a
Uzasadnij, ze Pygy =F (\/3 4V) .



Zdania optymalizacyjne z elementami rachunku rozniczkowego ze stereometii

309

14.85. Wskazowka: ¥ (a)=a® N1-24a* =\a* —24°,

V2 1, 3 4
gdzie a jest krawedzig podstawy i ae| 0; - | albo V(b)= E(b -b ), a

gdzie b jest wysokoscia graniastostupa i b e (0;1). A

14.86.2) V =Vyx =V(5)=125 cm® , Py = P(5)=125cm?,

gdy graniastostup jest szescianem w ktoérym dtugos¢ krawedzi a=5 cm.

b) P.= Py =150 cm?, gdy graniastostup jest szescianem o diugosci krawedzi a=>5 cm.

Wskazowka:

a) V:V(a):—2a3+15a2,gdzie ae[O;%), Viux =V (5),

b) P=P(a)=-6a*+60a, gdzie ae(O;%), Py = P(5).
Uzasadnij, ze VMAX = V(5) i PMAX = P(S) .

14.87. a) V=V(h):2h(d27h2), gdzie he(0;d), b) hsz\E, azéd.

Wskazoéwka:

a) Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie |4B|=a,
|FR|=|ccy|=h, |EF|=§a, |ER|=diV=a*h. P
1

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie EFF: a=+ 2d° —2h?.

2
("‘fj =a?-h? skad a=~2d? -2n? wicc V (h)=2h(d>~1?) i he(0:d).

A

b) V/(h)=2(d2—3h2), V'(h)=0, gdy h:Lﬁ,

3
Uzasadnij, ze V. =Vyux = V[d;j/gj

Oblicz a z twierzdzenia Pitagorasa.
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14.88. a:s_;/E i b:\/T33—2'

Wskazéwka:

Przyjmij oznaczenia: a — dlugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa,
b — dlugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa,
H — dlugos¢ wysokosci ostrostupa, V — objetos¢ ostrostupa.

Z warunkow zadania: 4a+4b=4,skad b=1-a i ae(0;1).

2
Z twierdzenia Pitagorasa: p2P=H?+ [a\Z/E] , skad H = /%az —2a+1.

V:V(a):%-az- %a2—2a+1:é~a2-\/2a2—8a+4, gdzie ae(O;Z—\/E).
1 % 5 4

V(a)=—~N2a —8a” +4a”, _ _ _

(a)=¢ . [0;5 JE) 5-\13 [5 Jﬁ;z,ﬁ]
3 3 3

V'(a) é 124° —640x +164° V'(a) + 0 _

2324° -84 + 4a*
V(a) — Viax T~

V'(a)=0 < 4a°(3a% ~10a+4)=

V'(a)=04:>a:0va=5_;/Evar=5+;/E 5+\/— (2 \/—)

14.89. Pyyyy = P[Z\/— kj ﬁkz.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

Zauwaz, ze szukanym przekrojem jest trojkat rOwnoramienny SLM, ktorego pole

[LM] _

[AC] -3

:%\LMHSN\,gdzie \LM\:%a 2 i\SN\:i-\/l6k2—6a2 (bo

2
Z tw. Pitagorasa w ASNM i A SMB: \SNE:\SME_G.\LMU i |sM[? =|sBf? -|BM.

1 [o53 1 16k*a-124°
Zatem P= P(a)—f 8k? —34? = \/8k ~3q* , gdzie ae(0;k2) i P(a)=—— 29
(%4:2) 8 2v8k%a® —3a*
23 a3

Uzasadnij, ze Py = P[3 kj i oblicz warto$¢ Py;ay dla a _Tk .
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14.90. cosa :? , wiec a =55°.

S
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
2
Zauwaz, ze Vzg 4 f -H . Poniewaz h _2p (bo P=Pypcs =%a-h) oraz c
a
o\
A D
2 V4
H=|hW [;a\z/g] , wiec V=V(a)=ﬁ-\/48P2a2 —a® , gdzie ae(O; 2%'\/1_3) ) »

KD
Uzasadnij, ze Vyy = V(Zx/l_’) . W trdjkacie prostokatnym SKD oblicz coso = % .

1491. r=5dm, h=10dm.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: r, h odpowiednie dtugo$ciami promienia podstawy walca i wysokosci
walca, gdzie r >0, h>0. Z warunkow zadania: 27zr(r+h)=150x, skad r-h=75- 2.
r>0ih>0,wiec rh>0, skad 75-r> >0, czyli re(0;5V3).
{V:ﬂrz}l . wiec V(r)zﬂ(75r—r3).
rh=T75-r
V'(r)= 71'(75 —3r2); V'(r)=0,gdy r=5(bo 5e (O; 5\/5)

Uzasadnij, ze Vy iy =V (5) .

1492, r=5.

Wskazowka: Z warunkéw zadania: 772 - = 2507 skad h= gz()’ wigc:
r

1° P(r)=2= (},2 +@} gdzie re(0;+).
r

2° p;(r):zﬂ(zF%j, P'(r)=0, gdy r=5,

3° P'(r)>0, gdy r>5 i P'(r)<0, gdy re(0;5), wiec Pyyy = Pin = P(5).

1493. r=8cmi h=8cm.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. “

Oznacz: x=r walca, y=} walca.
4x+2y =48, wigc y=24-2x i xe(0;12).
V(x)=27r(12x27x3), V'(x)=6r-x(8-x), V'(x)=0, gdy x=8.

xe(0;8), to V'(x)>0

iec Vygax =V (8).
xe(812), to V’(x)<0}’ wiee Vigax =V (8)
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1400, B_1
H 2

Wskazowka: V =nxR%-H, wiec H = VZ i Re(0;+x).
R

P=2nR?+27RH, wigc PC(R):Zn(R2+L). P’(R):Zﬂ(ZR—L]; P'(R)=0, gdy R=3-.
TR n-RZ 2

Uzasadnij, ze powierzchnia Py = P[3’2Vj
T

14.95. r = 3/% dm; h= 3/ 1,6 dm.
b s

Wskazowka: Dane: V =0,4 dm3, r, he R*.

Potraktuj puszke jako walec 1 przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

0,4
o

V=r-r?hiV =04 wicc h= skad P'C:Pc(r):2ﬂ~r2+%i re(0;+00).
: r

3_
Pc'(r)=47r-r—%, gdzie r>0. P(r)=0, gdy w=0, skad r=3f07’r—2.

P (r)<0, gdy re[0;3 0’2] i PI(r)>0, gdy r>3/0’2, wiec dla r:3f% puszka ma najmniejszg
T T T

powierzchnig, czyli Py = P(S 0’2] )
b

14.96. Walec ma najwigksza objetos¢ gdy » = /éi ih=2r.
T

\Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. e

2
P=2nrh+ 272, skad h=L"2F"" odzic rel o: /i . 5
2r 2

V=rnr? h, wicc V(r)=%(Pc-r—2n'r3).

Uzasadnij ze Vyy = V[ ;‘T]

14.97. H=15cm, 1 =4,5cm, r=3v2cm, V. =V (1,5)=97 . s
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie / =6—-H.

W tréjkacie A0S: H? +r% =(6—H)?, skad r> =36—12H.

Zatem V (H) =%7T(36—12H)H, gdzie H €(0;3).

Uzasadnij, ze Vy i =V (1,5).
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14.98. h=4/3.
Wskazowka: VZlHFZ-h,gdZiC =12 -1 V(h)z%n(9h—h3), h (O;x/?) (\/5;3)
v'(h)| +

V(h) 7 max |~

o |&

gdzie he(0;3) bo 9h—h?>>0.
Vi(n)=x(3-12). V'(h)=0, gdy h=+3. Vi =V (V3).
14.99. hzgl.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
/

r2=12—n% i he(0;1). V(h)z%n-h(lz—hz):g(lzh—}ﬁ).

V'(h)=%(lz =34%). V'(h)=0, gdy h =§z.
ﬁz].

Uzasadnij, ze Vyy = V[ 3

14.100. Nie mozna.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, V| —1 | .

Py ypc =r-h=P, skad h=£, wiec V(r)=%7r-P-r. V (r) — funkcja liniowa
r
A B

V() nie ma ekstremum. Im dtuzszy jest promien, tym wigksza objetos¢.




