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3. Rownania, nierownosci i uktady rownan liniowych
— odpowiedzi i wskazowki.

3.1.a) x=2, b) x=%, c) x=§, d) x=4, e) x=5,
) n=12, ) n=17, h) x=7, i) x=—%,
3.2.a) xe(—8—5ﬁ;+oo), b) xe(—oo;—%], ¢) xeR,
d) brak rozwigzania, e) xe(ﬂl_4;+ooj , f) ne{2,3,4}.
3.3. a) Brak rozwiazania (nieréwnos$c sprzeczna), b) xeR, ©) xe(2;+).

3.4. Warunkiem spetniajagcym zadania sg liczby: a =83 lub a=92.

Wskazowka: Pierwsza liczba ma posta¢ 10x + y . Druga liczba ma posta¢ 10y + x

1
10 —(10
Z warunkow zadania: y+x<2( x+y)
x+y=11
. L 1 . 209
Do nieréwnosci 10y+x<5(10x+y) podstaw y=11-x iotrzymasz —27x <-209 , skad x>7,
czyli x>7,7 1 x€{,2,3...7,8,9}, wigc x=8 lub x=9.

Jesli x=8,to y=3,jesli x=9,to y=2, wigc szukane liczby to 83 1 92.
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Roéwnania i nierownosci liniowe z wartoscig bezwzgledna

3.5.2) ———t—————0—>, b) ——+—o—>,
2 0 4 X -3 -1 0 X
€) ———————————>, d) re— : : : *———
2 1 0 1v2 2 -3 -1 0 1 2 243 %
) +—b—F—F—F————— O f) ee———— + G,
-5 0 1 0 B-1 2 B+l ¥
3-5
g) - s > h) :
0 2 3-5 0 2 3 X
Wskazowka: o T
¢) 1132
/ A

|x—J§|=0 o x—J2=0 —é —1 0 1 22= X

d)

f—1=[1+3] < |[x-1|=1+3
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3.6. a) Jesli xe(-2;2), to zapis rownowazny: ma posta¢ |x| <2 .
Wskazowka:

_2+2
2
2° Wyznacz odleglo$¢ d liczby x, =0, czyli d =|-2—0|=2, co ilustrujesz na osi (patrz rysunek ponizej)

0.

1° Wyznacz $rodek x, przedziatu (—2;2):  xg

|x—0]<2 |x—x,|<d

3° Zauwaz, ze przedzial (-2;2) , to zbidr tych liczb, ktérych odleglos¢ od srodka przedzialu (—2;2) jest
mniejsza od 2, czyli |x| <2 .
3.6.b) Jesli x e(-3;1), to zapis rownowazny: ma posta¢ |x+1/<2 .
Wskaziwka: . e

X
R -3 -1 1
> :

s
2° d=|-3-(-1)=2.
3° |x=(-1)<2 & |x+1<2.

3.6. ¢) Jesli x & (—o0; —1)U(5; +) , to zapis rtownowazny ma posta¢ |x—2|>3 .

Wskazowka:
= -~ + &
-1 0 1 2 5 X 145

1° Wyznacz wspdirzedng srodka S = (x,) przedziatu (=1;5) : x; =— 2+ =2.

2° Wyznacz odlegtos¢ d liczby x; =2

od koficow przedziatu (~1;5) , czyli d =|-1-2|=3, /;3\\ ‘l’3

co ilustrujesz na osi. -“ —t \ — “_>
oo 2 s x

3° Zauwaz, ze: |x—2|=3.
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3.7. a) Pierwiastkami réwnania |y| =3 sa liczby -3i3.  (ye{-3;3})
Wskazowka: y=-3 lub y=-3.

1° Po przeksztalceniu rownania —(|a|-5)=7 otrzymujemy |a|=2 .
2° Uzywajac symboli logicznych oraz definicji wartosci bezwzglgdenej mozesz zapisac:
y=3 © y=-3 v y=3.
3.7. b) Pierwiastkami rownania 2|x|=18 sa liczby —9i 9. (xe{-9;9})
Wskazowka: 2|x| =18, czyli |x| =9,skad x=-9 lub x=9.

3.7. ¢) Pierwiastkami rownania —(|a|—9)=7 sa liczby —2i 2.

Wskazowka: Zauwaz, ze :
~(la|=9)=7, edy ~|a|+9="7, wicc |a|=2,skad a=-2 lub a=2.
3.7. d) Pierwiastkami réwnania |—7| —# =1 sa liczby -4 1 4. (a € {—4; 4}) .
Wskazowka: Zauwaz, ze :

3kl

|—7|—¥=1 =i : =1 < —3|a|=—12 p= |a|=4 < a=-41lub a=4.

3.7. e) Pierwiastkami rownania /y2 _4x+4 =10 saliczby 8112, (xe{-8;12})

Wskazowka: Zauwaz, ze :

V2 —axra = \J(x=2)* =[x-2|, czyli [x—2|=10,
czyli x—2=-10 lub x—-2=10
x=-8 lub x=12
3.7. f) Rownanie |x —3| + |x + 2| =0 nie ma rozwiazania.

Wskazowka: Zauwaz, ze :
|x—3|20 i |x+2|20, gdy xeR.
Zatem |x—3|+|x+2/=0, gdy [x=3|=0 i |x+2|=0, wigc x=3 i x=-2 co jest sprzeczne.
3.7. g) Pierwiastkami rownania |x —3|=|2x—35| sg liczby 2 i 2% .
Wskazéwka: Z wlasnoéci |a|=|b| < a=b V a=-b otrzymasz
[x-3]=]2x-3 < x-3=2x-5 v x-3=-2x+5
-x=-2 v 3x=8

x=2 Y x=22
3
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3.7. h) Pierwiastkami rownania Va2 —10x+25 + |x—5|=8 saliczby 119.
Wskazowka:

Vx? —10x+25 +]x-5|=8

(x—5)2+|x—5|:8

|x—5|+|x—5|=8 = 2|x—5|:8 = |x—5|=4 & x-5=-4 v x-5=4 & x=1 v x=9.
3.7. 1) Pierwiastkami rownania |x+2|+|x|=6 sgliczby 4i2. (xe{-4;2})

Wskazowka: Z definicji warto$ci bezwzglednej wynika, ze:

e+ x+2, gdy x=-2 I x, gdy x=0
x+2|= oraz  |x|= .
—x—-2, gdy x<-2 -x, gdy x<0

Liczby -2 1 0 dzielg zbidr liczb rzeczywistych na trzy przedziaty:

(—o0;=2), (-2;0), (0,+o). i N
2 0 1 2

=Y

Uzywajac symboli logicznych mozemy zapisac:

xe(—o;-2) . {xe<—2; 0) {xe<0;+oo)

(—x-2)+(-x)=6 (x+2)+(-x)=6 (x+2)+x=6"

{xe(—oo;—Z) y {xe<—2; 0) {xe<0;+oo).

x=—4 2 =6 — zdafiibbzywe x=2

|x+2|+|x|:6 = {

-4 e (700; - 2) uktad nie ma rozwigzania 2e (0; +OO)
czyli xe{-4;2}.

3.7. j) Rozwigzaniem rownania |x —3|~|x —6|=3 jest kazda liczba x, gdy x € (6;+) .
Wskazowka: Skorzystaj z definicji warto$ci bezwgledne;j:
x-3, gdy x>3 x—6, gdy x>6
e-31- , - ,
—x+3, gdy x<3 —x+6, gdy x<6
liczby 3 i 6 dziela zbior R na przedzialy: (—oo;3), <3; 6), <6; +0).

N’ N ., wigo
! 3 6 *

rownanie jest rownowazne alternatywnie do trzech uktadéw co mozesz zapisac:
—0: xe(3;6 x €{6;+x0
xe(—mo;3) { < ) v { < )

—x+3—(-x+6)=6 x=3—(-x+6)=3 x-3—-(x-6)=6

{xe(—oo;3) Y {xe<3;6) Y {xe<6;+oo)

|x—3|—|x—6|=3 = { v

—3=3  — zdanie falszywe x=6 3=3 — zdanie zawsze
prawdziwe
6¢(3;6)
uktad nie ma lub uktad nie ma lub xe <6; +00)

rozwigzan rozwigzan
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3.8. a) Rozwigzaniem nieréwnosci ||x| - 1| <2 jestkazda liczba x, gdy xe(-3;3).
Wskazowka: ||x| —1| L2 & -2< |x| -1£2 <

|x]<3 {|x|£3 {—3Sx§3
i=4

-3;3) .
W21 " |zt < xe(33)

—-1<|x[<3
< |x| < { xeR

3.8. b) Rozwigzaniem nieréwnosci [[2x+3|—1|>4 jest kazda liczba x, gdy x € (—o0; —4) U (1; +o0).

Wskazéwhka: Skorzystaj z warto$ci wartosci bezwglednej: [2x+3|-1|>4 <

[2x+3]-1>4 V 2x+3-1>-4 &
< 2x+3-1>-4 vV 2x+3|<-5
e AN nieréwnosé sprzeczna
2x+3>5 vV 2x+3<-5
2x>2 VvV 2x<-8
x>1 vV x<—4,

czyli xe(—o0;—4)U(l;+0).

3

. . . . . . 1
3.9. a) Rozwigzaniem nieréwnosci |x —1|+|x| > 2 jest kazda liczba x taka ze, x € [—00; - 5) U(*; +o0

2
Wskazowka: Skorzystaj z definicji wartos$ci bezwgledne;j:

| 1| x—1, gdy x2>1 | | x, gdy x>0
x-1|= , = .
—x+1, gdy x<l1 —x, gdy x<0
Zauwaz, ze liczby 11 0 dziela zbidr liczby rzeczywistych R na trzy przedzialy:

(=030, (0,1), (I;+0) . N N
0 1
Nierowno$¢ |x — 1| + |x| >2 jest rtOwnowazna trzem uktadom réwnan, co mozesz zapisac:

{xe(—OO;O) . {xe<0;1) y {x6<l;+°°)

—x+1-x>2 —x+1+x>2 x—1+x>2

>
X

{xe(—oo;0> y {xe(O;l) y {xe<l;+oo)

—2x>1 —x+1+x>2 x—1+x>2
xe(—oo; 0) xe(O;l) x€<1;+oo)
1 v v
x<75 1>2 (falsz) 2x>3
1 . 3
x < *00;*5 uktad nie ma x>57
rozwigzania

1 3
czyli x E(—OO; _EJU(E; +°0) .

)
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3.9. b) Rozwigzaniem nierownosci |x—5|<x+7 jest kazda liczba x, gdy x e(-1;+o0).
Wskazowka: Skorzystaj z definicji warto$ci bezwgledne;j:
—x+5, gdy x<5
|x - 5| = >
x-5, gdy x=5

czyli nierownosé |x —5|<x+7 jest rownowazna dwom uktadom, co mozesz zapisac:

B xe(—oo;S) xe 5 +00
[x=5<x+7 < v
—Xx+5<x+7 x=5<x+7
{—x+5<x+7 {x 5<x+7
xe 5 +oo
x>— 1 0<12
{ 1+oo {xeR
e(-15) v xe<5;+oo),

czyli xe(-1; 5)u<5; +o0)= (-1 +0).

3.9. ¢) . Nierownos¢ jest prawdziwa |x - 2| + 2|x —3| > x dla kazdej liczby rzeczywistej R, wigc x€ R .
Wskazowka: Skorzystaj z definicji wartos$ci bezwglednej:
1
1-2x, gdy x<—

2 x—-3, gdy x>3
-2 - e-dl=]

14 2x, gdy x>5 —x+3, gdy x<3

Liczby % i3 dziela zbidr liczb rzeczywistych na trzy przedzialy:

(L) e >
o) 33) ) 011 3 x
2
Nieréwnos¢ |x—2|+2[x—3|>x jest rownowazna alternatywie trzech uktadow, co mozesz zapisac:
1 1
xe(—oo;—> xe(f;Sj xe<3;+oo)
[[-2x|+2x-3|2x < 2 \ 2 \ Lt 2xsn 3)>
1-2x+2(—x+3)>x —1+2x+2(-x+3)>x ~1+2x+2(x-3)2x
1 1 xe<3’+oo)
xe| oo x€(7;3j ;
\% 2 \Y 1
xs]z x<5 x22§
5
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1
3.9. d) Rozwigznaiem nierownosci [2x —1|<|x+2| jest kazda liczba x taka, ze x € (—g, 3) )
Wskazéwka: Rozwigz nierdéwno$¢ [2x —1|<|x+2| i skorzystaj z wlasnosci wartosci bezwgledenc;:
|la|<|b] < a*<b*,

2r—ll<|x+2] & (2x=1)% <(x+2)
[2x—1[<[x+2] < (2x-1)

2 2
4x° —4x+1<x" +4x+4 \ _ _ /

3x2 ~8x-3<0 1 3 x
1 3
xlz—g XZ:3

2x—1|<|x+2| © xe(fé,Sj_

3.10. Rozwiazaniem rownania lub nierdwnosci jest kazda liczba x taka, ze:

a)xe{0,7}, b) xe{—7,0}, c) x=-2,
d) xe(—oo;—lju(iﬁooj, e) xe(—oo;—lju(SlHoo],

7 7 2 2
f) xe(3;13), g) xe(—l;—éj,

3.11. Wskazowka:

x<—6 -6<x<5 x=5
|x=5]+[x+6]=0 <

v v .
—x+5-x-6=0 —Xx+5+x+6=0 x=5+x+6=0

Roéwnania i nierownosci kwadratowe
3.12. a) Rownanie <x2 + 4x—5)(2x2 +9x—35) =0 jest rtOwnowazne dwom rownaniom:
¥ +4x—5=0 lub 2x%>+9x-35=0 ,wige xy==7, X, =5, x3=1, x4 =2%,

3.12. b) Pierwiastkami rownania (4x73)2 —25=0 saliczby: x = f%, Xy =2.
. . P . 2(.2 2 2 _ : . — — _
3.12. ¢) Pierwiastkami rownania x (x —1)—4x(x —1)+4x —4=0 sgliczby: x; =-1, x, =1, x3=2.

3.12. d) Pierwiastkami rownania 8x* +2x% —1=0 sg liczby: x = —%, X =%
Wskazowka: Wprowadz nowg zmienng np.: x> =t.
3.12. e) Pierwiastkami rownania x® —2x>-3=0 sg liczby: x =1, x, =33.

Wskazowka: Wprowadz nowa zmienng np.: =t
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3.12. ) Pierwiastkiem réwnania 2x—+/x =3 =0 jest liczba: x; = %
Wskazéwlka: Wprowadz nowa zmienng np.: v/x =m , gdzie x>0 .
% 1 1 1
3.12. g) Pierwiastkami rownania (3 + fj + 5(3 + fj +6=0 saliczby: x = -3 Xy = e
X X

Wskazowka: Wprowadz nowa zmienng np.: 3+ I_ t,gdzie x=0.
x
3.12. h) Pierwiastkami rownania 2x? —|x|=15 sa liczby: x; =-3, x, =3.

Wskazowka: 1sposob. Zauwaz, ze: X2 = (|x|) , Wigc rOwnanie mozesz zapisa¢ w postaci

2-(]x)* =[x/ -15=0.
Podstaw |x|=m , gdzie x>0, wigc 2m* —m—15=0 i m>0.
5 _ . 5.5 .
Zatem m==7 lub my =3 czyli |x|:—5 i —5<0 lub |x|=3, wiec

x=-3 lub .x=3.
11 spos6b

x, gdy x>0
Il =

, wiec 2x2—|x|—15 =N
-x, gdy x<0

xe(—o;0) x&(0;+0)
v .
262 +x-15=0 262 —x-15=0
3.12. i) Pierwiastkami rownania (x—6)* = |x—6| saliczby: x; =5, x, =6, x3=7.
Wskazowka: 1 sposob.
5 x<6 x>6
(x-6)"=|x-6 < ) v ) )
(x—6)"=x-6 (x—6)"=x-6
11 spos6b
(x=6)=]x—6 o (x-6)'=(x-6)* < (x-e)z[(x-a)z -1}:0 .
3.12. j) Pierwiastkiem réwnania [2] = 52-(J jest liczba: ny =12.

n n
Wskazowka: :51- = ln(n—1)=51n o n?-12n=0.
2 2 1 2 2

3.12. k) Pierwiastkami rownania |x2 +6x+ 5| =3 sg liczby: x =-3— V17, xp=-3+ V17, x3=—4,

X4:—2.
Wskazowka: |x2+6x+5|:3 & ¥ +5x+6=3 v xX+5x+6=-3.

3.12.1) Pierwiastkami rownania |x2 —4|—4 =0 sg liczby: x; =242, x, =0, x3=2/2.

Wskazowka: |x2—4|—4:0 o xr—d=4 v x?-4=-4,
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2 2 2 2
3.13. Wskazéwka: b) x14 +x§ :(x12 +x§) —2xl2 -x% =[(x1 +x2) —2x1x2} —2(x1x2) . Skorzystaj

2 wzoréw Viete’a, otrzymasz (10002 —2-4)2 ~2.16 =(106 —8)2 -32 =(106)2 ~2.10°-8+64-32=

=(2:5)2-16(2:5)° +32=2° (275" =25 1) =32(27 51 272 41).

3.14. a) p =1175 przekatnych, b) n=60 bokow, ¢) n=23 boki wielokata.
3.15.2) xe(-3;3), b) xe(—5:5), ¢) xe(-2;0).
d) nie ma rozwigzania, e) xe{2-2v2;2+ 2\/§>,

{
f) x€<—00;—\/§>U{O}U<\/§;+OO), 2) xe<—4;—2—\/5>u<—2+x/§;0>,

h) xe<—7;3—ﬁ>u<3+ﬁ;+oo), i) ne{2,3}.

Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, w ktorych co
najmniej jedno rownanie jest drugiego stopnia

. . y A
3.16. a) Parabola o réwnaniu y = 2x% —4x+3 § prosta y+2x=3
przecinajg w punktach 4=(0,3) i B=(11), ktore
zaznaczono na rysunku. y=2x" —4x+3

Wskazowka: Aby obliczy¢ wspotrzedne punktow przeciecia sie

paraboli y = 2x% —4x+3 i prostej y+2x =3 nalezy rozwigzac

uktad rownan

=Y

01\

{y:2x2—4x+3 - {y:2x2—4x+3 - {—2x+3:2x2—4x+3 - {2x2—2x:0

y+2x=3 y=-2x+3 y=-2x+3 y=-2x+3

Rozwiazujac pierwsze réwnanie uktadu rownan 2x% —2x=0 ,otrzymasz x; =0 1 x, =1,

y=2x2—4x+3

wigc y; =3 i y, =1, czyli uklad réwnan { speniajg pary liczb, ktore sa wspoirzednymi

y+2x=3

punktow przecigcia si¢ paraboli i prostej 4=(0,3) i B=(1,1).
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3.16. b) Punkty przecigcia si¢ hiperboli xy =1, gdzie x#0 i prostej

yA
oréwnaniu y=x to punkty o wspotrzednych (1,1) i (-1,-1), VEE:
] | =
ktére zanaczono na rysunku. y= ) 2 /:y
Wskazowka: Aby wyznaczy¢ punkty przecigcia si¢ hiperboli ot
Xy = -
- ] |
i prostej nalezy rozwiaz¢ uktad rownan { , gdzie x#0.Po ; — — : >
y=x EYE 12 X
T
podstawieniu y =x do pierwszego réwnania otrzymasz rownanie - E— -1 -1
T
xzzl,skqulz—l ix=1,wiec yy=-11 y,=1. )

xy=1

Rozwigzaniem uktadu rownan {
y=x

x=-1 x=1

sa pary liczb { : i { E ktore sg wspotrzednymi punktéw przecigeia si¢ prostej i hiperboli.
y = - y =

3.16. ¢) Okrag o rownaniu (x— 2)2 +(y- 1)2 =4 iprosta y=—1

przecinaja si¢ w jednym punkcie o wspotrzednych (2, —1), ktéry zanaczono na rysunku.

Wskazowka: Oblicz wspdtrzedne przecigcia si¢ okregu i prostej 5 5
VA (x=2) % p-1)=4

(98]

(x=2)" +(y-1)" =4

rozwiazujac uktad réwnan .
- AVARRREAN

Jesli y=—1 podstawisz w miejsce y do pierwszego rownania, to

—

otrzymasz rownanie x?—4x+4=0 , ktérego pierwiastkiem jest

0
liczba x=2, \\

2 2
— — = =2 SCARE——
wiec uktad (x=2)7+(r-1)"=4 spehnia para liczb {x R

y=-1 y=-1

ktore sa wspolrzednymi przecigcia si¢ okregu i proste;j.

o
=<V

3.17. Wskazowka: Aby uzasadni¢, ze okrag o rOwnaniu x4 y2 =1 1 prostej o rOwnaniu x+ y =4 nie maja

x+y=4
punktow wspdlnych nalezy wykazaé, ze uktad rownan { 2 2 nie ma rozwiazania.
x“+

x+y=4
Po podstawieniu y =4 —x do drugiego rownania uktadu { 2,24 otrzymasz rownanie
X +y° =

2x% —8x+13=0 , ktore nie ma pierwiastkow (A <0), czyli prosta i okrag nie majg punktw wspolnych.

. ) , ) ) , x2+2xy+y2—1:0 .
3.18. Wskazowka: Do pierwszego rownania ukladu rownan | W miejsce y
y=1l=-x
wstaw ¥ =1—x . Otrzymane réwnanie, to rGwnanie tozsamo$ciowe (O = 0) s

czyli spenia go kazda liczba x € R . Pary liczb spelniajace ten uklad maja postaé (x,1-x), gdzie xe R .
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3.19. Odczytujac z rysunkdéw zauwaz, ze wykresy funkcji /1 g przecinajg si¢ w punktach o wspotrzednych
(f(x),g(x)), gdzie f(x)=g(x).Zatem pary liczb:
a) (-2,4) i (1L 4), b) (3,3), ©) (2,-5)1i(40), d (-L1) i (2,4),
. o o fr=r()
w punktach a, b, ¢ i d s3 rozwigzaniami uktadu rownan .
y=g(x)

x2+y2:17

3.20. a) Rozwigzaniem uktadu rownan { sg pary liczb:

xy =4

x=—-4 |x=4 x=-1 x=1
y=-1 ly=1 |y=—4 [y=4
Wskazowka:

x2+y2:17

4 . . . , .
4 wyznaczysz y =— i wstawisz do pierwszego rownania
Xy = X

Jesli z drugiego rownania uktadu {

. .2 16 2
uktadu, to otrzymasz rownanie X t—= 17]-x* .
X

Xt 416=17x7
=172 +16=0
Wprowadz nowa zmienna np. x> =t , gdzie t >0, czyli 2 -17t+16=0 — rozwiaz to rownanie,
2 2
+y =17
skad 4, =16 i 1, =1, czyli x> =16 lub x*=1 , wigc uktad rownan {x f; speniajg pary liczb
_x)} =

x=—4 [x=4 x=-1 x=1
y=-1" ly=1" ly=-4" |y=4

y+15:x2+2x

3.20. b) Rozwigzaniem uktadu rownan { sa pary liczb:

x=-3 x=3
y=-12 |y=0

Wskazowka: Zauwaz, ze jesli wyznaczysz y z pierwszego i drugiego rownania uktadu rownan

x2+y=2x+3

{y+15:x2+2x y:x2+2x—15

) , to otrzymasz uktad rownan
x“+y=2x+3

y= 24 2x+3
Poréwnujac prawe strony rownosci, otrzymasz rownanie X2 +2x+15=—x2+2x+3 ,
czyli 2x% =18, skad X =—3, x, =3,

Zatem y; =(=3)*+2-(=3)-15=-12, », =0.
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. . ) ) X2+yZ=4 . x=-2 [x=0
3.21. a) Rozwigzaniem uktadu réwnan sg pary liczb: s .
x2+y2+4x—4y+4:0 y=0 y=2
X+ y2 =4
Wskazowka: Zauwaz, ze pierwsze rownanie uktadu réwnan , to
X +y2 +4x—-4y+4=0

ot yz =4 . Do drugiego rownania ukladu wstaw w miejsce X2+ y2 liczbe 4.
Rownanie, ktore otrzymasz to 4+4x—4y+4=0 . Po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazow,
otrzymasz y=x+2.
Zatem odpowiedz uzyskasz, gdy rozwiazesz jeden z uktadow
x> +y?=4 ¥ +12+dx—4y+4=0 . . . .
y lub y y (bo drugie rownanie otrzymanych uktadow jest takie same),
y=x+2 y=x+2

x=-21x=1.

x2+y2—4x—2y:8

2

sa pary liczb: (4,4), (5,3).
x> +y% —10x -8y =—40 (4.4). :3)

3.21. b) Rozwigzaniem uktadu rownan {
x> +y? —4x—2y=8

Wskazowka: Z pierwszego rownania uktadu rownan s 9
x“+y°—10x-8y =-40

x> +y?—4x-2y=8

wyznacz x>+ y2 =—-4x+2y+8 i wstaw do drugiego rownania uktadu rownan s ,
x“+y°—-10x—-8y =—40

to otrzymasz rownanie 8+4x+2y—-10x—-8y+40=0,skad y=8—x.

x2+y2—4x—2y:8 ) )
jest rtOwnowazny alternatywie uktadow rownan,

Zatem uktad rownan s o
x“+y°-10x-8y =-40

co przy uzyciu symboli logicznych mozesz zapisac.

2,.2 -
{x +y°—4x-2y=8 o {x2+y2—4x—2y=8 v {x2+y2—10x—8y+40=0_

x2+y? —10x—8y =—40 y=8—x y=8—x

Wystarczy rozwigza¢ jeden uktad rownan sposrod dwoch ostatnich, by otrzymaé odpowiedz (drugie rownania

uktadow sa identyczne)
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3.22. Wspotrzedne punktow przeciecia si¢ okregu y
o réwnaniu x2 + y2 =25 iparaboli y= x?-5 s (B34 2L TB34)
\ /
to: (0,-5), (-3,4), (3,4), co zaznaczono na rysunku. \\ 1 II
-5 0 5 x
Wskazowka: Aby obliczy¢ wsporzgdne przecigeia si¢ okregu \ /
2.2
_ 2 x“+y° =25
o réwnaniu x° +y2 =25 iparaboli o rOwnaniu y = x2=5 y=x - 5 ( : N —
0,-5
. x4 y2 =25
nalezy rozwiaza¢ uktad rownan )
y=x"-5
2 . . X%+ y 7225 . . .
wyznacz x~ =y +5 z drugiego rownania uktadu ) i wstaw do pierwszego roéwnania,
y=x"=5

to otrzymasz rownanie y+5+ y2 =25, ktorego pierwiastkami sg liczby y=-51 y=4.

Zauwaz, z7e:
2.2 2, .2 2
+y =25 = =x‘ =
Xty o {x +y°=25 v {y X 5'
y:x2—5 y=-5 y=4

Rozwigzujac oba uktady otrzymanej alternatywy otrzymasz odpowiedz.



Uktady réwnari z dwiema niewiadomymi, w ktérych co najmniej jedno réwnanie jest drugiego stopnia 39

3.23. a) Wspotrzednymi punkt przecigcia si¢ okregow VA
. . 2 2 (x+2) +(y=2)" =4

orownaniach (x+2)" +(y-2)" =4 L S

ix2+ y2 =4 sa punkty o wsporzednych / N\ (0,2)

(=2,0) i (0,2) jak zanaczono na rysunku. \. / e 1O\

Wskazéwka: Aby obliczyé wspotrzedne punktow oo ?
\ J \ /

przecigcia sig okregdw o rownaniach (x+ 2)2 +(y- 2)2 =41 12 =4

x>+ y2 =4 nalezy rozwiaza¢ uklad rownan

{(x+2)2 +(y-2)’ =4 - {x2 ) 4 ax+d—dy+d=4

x2+y2:4 x2+y2:4 .

Ostatni otrzymany uktad rozwigzuj metoda podstawiania albo odejmujac réwnania ostatniego uktadu
stronami to jest:

_{xz +y rdx+d-4y+4=4

x2+y2:4

4x+4-4y+4=0,skad y=x+2

Zauwaz,
x2+y2+4x+4—4y+4:4 o x2+y2+4x—4y=—4 v x2+y2=4
x2+y2=4 y=x+2 y=x+2
x2+y2:4

Rozwiazujac uktad rownan { otrzymasz odpowiedz.

y=x+2
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3.23. b) Wspotrzednymi punktu wspolnego si¢ okregdw ¥
o rownaniach (x+2)>+(y-2)2 =8 i (x—1) +(y+1)> =2 B G2 i)l
jest punkt o wsporzednych (0,0), ktéry zaznaczono na (s \ s,
rysunku. \ D N ]
Wskazowka: Aby obliczyé wspotrzedne punktow wspolnych ~5 0 x
okregow rowiazwiaz uktad rownan A

(x=1)"+(y+1)"=2

(x+2)2 +(y—2)2 =8 @{xz +4x+4+y2 —-4y+4=8
(x=1P+(y+1 =2 [x?-2x+1+)? 42y +1=2 " S=(-2,2)  S,=(1,-1)
Otrzymany uktad mozna rozwigza¢ metoda podstawiania wyznacza- n=22 n=\2
jac X2+ y2 Z pierwszego roOwnania x+ y2 =8-8—-4x+4y

albo odja¢ stronami réwanania uktadu

{x2+4x+4+y2—4y+4=8

X2 —2x+14y2+2y+1=2

6x+3-6y+3=06
x—y=0
y=x

i rozwiaz jeden z uktadow alternatywy

2 2 2 2
(x+2)"+(y-2)"=8 v (r=1)7+(y+1)" =2 otrzymasz rozwigzanie.
y=x y=x
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(x=3)*+(y-3)* =5

. x=2  [x=2
) sa pary liczb: { i { .
X +(y-3)"=8 =5

3.24. a) Rozwigzaniem uktadu réwnan {

(x=3)+(y-3)* =5

Wskazowka: Zauwaz, ze w pierwszym i drugim réwnaniu uktadu ) 2
x“+(y-3)" =8

. e 2

wystepuje wyrazenie (y—3)”.

(x=3)*+(y-3)*=5
x2 +(y—3)2 =8

i wstawisz 5—(x— 3)2 do drugiego réwnania, to otrzymasz rownanie x% +5—x2 +6x—9=8,

Jesli np. z pierwszego rownania uktadu { wyznaczysz (y— 3)2 =5—(x- 3)2

skad x=2.
Zauwaz, ze (y73)2 :57(273)2 , wige
(y73)2=4,czyliy—3=2 lub y-3=-2.

(x=3)° +(y-3)’ =5 © {x:Z ,{xzz

Zatem pary liczb spetniajace uktad ) ) .
x“+(y-3)" =8 y=1

1
y=5

x2+y2:4

3.24. b) Rozwigzaniem uktadu rownan {
(x=y)(y+y)=0

. {x-_ﬁ {x—\/i {x—\/i ,{x——«/i
sg pary liczb: y:—«/f’ .

s i
y=V2 ly==2 (y=V2
2, .2 2. .2 2., .2
Wskazéwka: Zauwaz, ze |* *7 =4 P L =4 v 1Ty =4
(x=y)(y+y)=0 x—y=0 X+y=0

Rozwigzujac kazdy uktad rownan z alternatywy otrzymasz odpowiedz (drugie rownania z uktadow sa rézne)
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. . , , yzx2 . x=-1 [x=0_ [x=1
3.24. ¢) Rozwigzaniem uktadu rownan | | sg pary liczb: , .

i
y=|x y=1|y=0 |[(y=1
i . . . . x, gdy x=0
Wskazéwka: Skorzystaj z definicji wartosci bezwglednej: |x|= ,
—x, gdy x<0
1 2
5 xe&(-;0) xe<0;+oo)
wiee {y:x , & =’ viy=x’
v =l pex pex
1 2
x e (-3 0) xe<0;+oo)
—x=x2 vV y:xz
y=-x y=x
x e (-3 0) xe<0;+oo)
x2+x=0 \Y; x:xz
y=-x y=x
xe(—0;0) xe{0;+0)
x=0v x=-1 Vix=0v x=1
y=-x y=x

=-1 =0 =1
Rozwigzujac uktady réwnan (1 12 otrzymasz odpowiedzi, czyli {x E {x 0 i {x %
y= y= y=

Roéwnania, nierownosci i uktady liniowe z parametrem

3.25. a) Rownanie mx—7 =0 jest sprzeczne, gdy m=0 .

3.25. b) Réwnanie mx +2m =x+2 jest nieoznaczone, gdy m=1.

Wskazéwka: Rownanie mx +2m=x+2 zapisz w postaci ax+b=0, czyli w postaci (m—1)x=2-2m.

=5
3.25. ¢) Rownanie 3mx+5=6x ma jedno rozwigzanie, gdy m#2 . (x = Fo 6)

Wskazowka: Zauwaz, ze 3mx+5=6x < (3m - 6)x +5=0.

3.25. d) Rownanie (m—3)x=2x+4 nic ma rozwigzania, gdy m=5.
Wskazowka: Zauwaz, ze (m - 3)x =2x-4=0 <& (m —5)x -4=0.

3.25. ) Rownanie mx—3=x+2 ma co najmniej jedno rozwigzanie, gdy m #1 (x = %j .
Wskazowka: Zauwaz, ze mx—-3=x+2 < (m - l)x -5=0.

3.25. f) Rownanie 2mx—3x =2m—3 ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy m :% .

Wskazowka: Zauwaz, ze 2mx —3x=2m—-3 < (2m —3)x -2m+3=0.
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3.26. a) Rownanie mx —2(m+2)=2-3x rownowazne rownaniu (m+3)x=2m+6 ma:
2(m+3)
+3

e nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy m=-3.

e jedno rozwigzanie x = =2,gdy m#-3,

3.26. b) Réwnanie mx> —5=25x+m réwnowazne rownaniu (m2 - 25)x =5+m:

e ma jedno rozwigzanie x = Py gdy m#5 i m#-5,czyligdy me R\{-5,5},
m—
® nie ma rozwigzania, gdy m =5, poniewaz rownanie przyjmuje posta¢ 0-x =10, (sprzecznosc)

e ma nieskonczenie wiele rozwiazan, gdy m =—5, poniewaz rownanie przyjmuje posta¢ 0-x=5-5,

czyli 0-x=0 . (rownanie tozsamosciowe)

3.27. a) Rownania sg rownowazne dla p :% .

Wskazowka: Rownania s3 rtownowazne, gdy ich dziedziny sa rowne D; =D, = R\ {—1}

3 3
Z réwnania pierwszego X = m . Z rdwnania drugiego otrzymujesz x =2 . Zatem ﬁ =2 gdy p :% .

3.27. b) Roéwnania nie sg rOwnowazne, bo nie ma takiej wartosci p, aby pierwiastki obu rownan byty rowne.

2-3 2
Wskazowka: Z pierwszego roOwnania X = Tp . Z drugiego rownania x = 7")2 .
p p-

2-3p 2p 5
721) 7_2 & Tpt-8p+4=0
A=64-4.7-4
brak rozwigzania, bo A<0 .
3.28. Pierwiastek x rownania 3x—k =2(k+1)+x jest wiekszy od 4, gdy k €(2;+).

Wskazéwka: Rownanie 3x —k =2(k +1)+x jest rtownowazne rownaniu 2x—3k—-2=0, skad

3k+2 . . 3k+2
X= i x>4,wiec

>4, gdy k>2.

3.29. e Rownanie S17 K _2X=k @ rorwigzanie, edy m#0, k%0 i 2k%m .

m m

3 ox+m k 2x—-k
® Rownanie ————=

nie ma rozwigzania, gdy m#=0, k=0 1 m=2k .
m m

e Rownanie nie ma sensu liczbowego, gdy m=0 v k=0,

, . . .o i ox+m k  2x-k
Wskazowka: Zauwaz, ze po pomnozeniu obu stron rOwnania ———— =

przez m-k
m m
m2

otrzymasz x = .
—-m
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3.30. Warunki zadania sa spetnione gdy:

a) k=-10, b) k=-8, ) k=30.

- - 10+k
Wskazowka: Z nierdbwnos$ci 2x —k <10 wyznacz x < R .

10+ 4

a) x<0,czyli xe(-0;0), wigc =0, skad k=-10.

10+k

b)xSl,czylixe(—w;l),wiqc =1,skad k=-8,

) x<20, czyli x&(—;20), wiec 10+k

=20, skad £=30.

3.31. a) Rownanie (m2 - 9)x3 +(m—3)x+2=0 jest liniowe gdy: m=-3.
2 3 m*-9=0
Wskazéwka: Rownanie (m - 9)x +(m=3)x+2=0 jest liniowe 0 czyli gdy m=-3.
m—3%
3.31. b) Rownanie x(mx—2x)—x=35 jest liniowe, gdy m=2
Wskazéwka: Zauwaz, ze x(mx—2x)—x < (m-— Z)x2 +x-5=0,

wigc rownanie jest liniowe, gdy m =2 . Dla m =2 otrzymasz rownanie 0- x> +x-5=0.

3.31. ¢) Rownanie (3—mx)x=4— mx? jest liniowe gdy m=1.
Wskazéwka: Zauwaz, ze (3—mx)x=4— PPN (1- m)x2 +3x —4 =0 rownanie jest liniowe,

gdy 1-m=0.

3.32. a) Rozwigzaniem nierownosci (2m—4)x < m> —4 jest kazda liczba x taka, ze:

° xe(foo;mTﬁ_z>,gdy m>2 .

<m+2
® xc

e xeR\{2},gdy m=2.

;+ooj, m<2.

m* 4 (m=-2)(m+2) m+
2(m-2)  2(m-2) 2

2
Wskazowka: Zauwaz, ze x = ,gdy m#2.

Rozwaz trzy przypadki 1°, 2°, 3°.

2
m-—4 . . L Lo . .
1° 2m-4>0,(m>2),to x< e czyli zwrot nierdwno$c nie zmienia si¢, bo dzielimy obie

jej strony przez 2m—4>0, wigc xe(—oo; m;r2> .

m+2

2° 2m—-4<0 (m<2),to x>

i)
;40 |

3° Gdy m=2, to nierdbwnos¢ (2m—4)x£m2—4 ma posta¢ 0-x<0 (0=0),czyli 0<0 lub 0=0,

. <m+
,ezyli xe

wigc nierdéwnos$¢ ma nieskonczenie wiele rozwigzan tzn., ze xe R .
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3.32. b) Rozwigzaniem nierdwnosci (m+1)x+4<(3—2m)x—1 rownowaznej (3m—2)x+5<0 jest kazda

liczba x taka, ze:

.xe(_wi) d >2
— ,gdy m 3

oxe( - '+00) d m<2
sm—2 ) B S

e Nieréwno$¢ (m+1)x+4<(3—2m)x—1 nie ma rozwigzania, gdy m = % .

Wskazéwka: Rozwiazanie nieréwnosci (3m—2)x <=5 polega na rozwazeniu

trzech przypadkow 1°, 2°, 3°.

— .z lixe(—oo-i) d m>z
25 y 33 7gy 3'

2
1° Jesli 3m—2>0 to (m>*] 1x<
3 3m— m—2

2° Jedli 3m—-2<0,to (m<g\J ix> - , czyli xe[iﬁ-ooj,gdy m<g.
3 2 3m-2 3

3m—

3° Jesli 3m—2=0,to m =§ i nierowno§¢ (3m—2)x+5<0 przyjmuje postac: 0-x+5<0 — falsz, czyli

nier6wnos$¢ nie ma rozwigzania.

3.33. Rozwigzaniem nierdwno$ci p(px+1) < x +1 rdéwnowaznej nieréwnosci ( p2 - l)x <l-p jest

g

| I-p _ —(p-1)

- \_ } _/+ p*-1 (p+1)(p-1)
4

,1\7/

kazda liczba x taka, ze:

P
-1

° xe(;-koo),gdy pe(-L1).
p+1

° xe(oo; _IJ ,gdy p<—1 lub p>1czyligdy pe(—o;—-1)u(l;+x).
p+
® xe R, gdy p=-1, poniewaz nierdwnos¢ ma posta¢ 0x <2 (nierdwnos$¢ zawsze prawdziwa).

e Nierdwno$¢ nie ma rozwiazania, gdy p=1.
Wskazowka: Rozwaz cztery przypadki 1°, 2°, 3°, 4°.
1° pe(-11).
2° pe(-o;-1)u(l;+x).
3° p=-1.
4° p=1,
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3.34. me(fx/i;fl)u(lurﬁ).

. T . 2 m?-1<1 me(—x/z;x/z)
Wskazowka: 0<sinx <1, gdy xe(O; Ej ,wige 0<m” ~1<1 < o

m*-1>0 me(—o0;—1)U(L; +0)

1
3.35. Rozwigzaniem nieréwnosci jest kazda liczba z przedziatu: x € (—00; - 5) s
czyli kazda liczba spetniajaca nier6wno$¢ jest ujemna.
Wskazéwha: Skorzystaj z twierdzenia, ze gdy |a| > |b| < o > b?,

czyli |l—x|2>|x+2|2 & —-6x>3 & x<—%.

m
X=——
2
3.36. " Iz , gdy m?=2%0 , czyli rozwigzanie uktadu istnieje, gdy m € R\{—\/E, \/5} .
y =
m? -2
3m+8
xX=
N o ymx=2y=3 . m* +2 .
3.37. Rozwigzaniem uktadu rownan jest para liczb ,gdzie meR .
x+my=4 _ 4m -3
m? +2
. . s . . -8 3
Para liczb x 1 y maja rozne znaki, gdy x-y <0, czyli gdy m € ?; 1)
Wskazowka: Rozwiaz uktad metoda podstawiania.
3m+8 . 4m-3
x=— dameR iy=—; ,dla meR .
m-+2 m°+2
Liczby x i y sg réznych znakéw, gdy x-y <0, + N . +
m
3m+8 4m-3 @ (e

2
czyli gdy —5—— 0/-(m2+2) ,gdzie meR ,

m>+2 m>+2

-8 3
czyli rozwiazujac nierdwnos¢ (3m+8)-(4m—-3)<0,gdy me (?, Zj obliczysz m.

3.38. Uktad roéwnan 3x+my=1 jest oznaczony, gdy m#6 1 m#—6,
mx+12y =2
I . 12-2m . -
Wskazowka: Rozwiazujac uktad, otrzymujesz x = "21 i y= 6 m2 s
36-m 36-m

czyli uktad jest oznaczony, gdy m#6 i m#—6
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x=3m+1

x m
3.39. Rozwigzaniem uktadu rownan { jest para liczb {

y=4m+2’
. . . 3
e Punkt P =(x, y) nalezy do prostej o rownaniu y=3x—4,dla m==.

Wskazowka: Do rdwnania y =3x—4 podstaw wspolrzgdne punktu P i rozwiaz otrzymane roéwnanie.

3.40. a) Warunek |x| S% iyl S% jest spetniony, gdy m e (—é; Zj )

88
, . . . . . jX+y=m . .
Wskazowka: Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb
3x+2y=2m-1
1
1 1 k=<3 3.7
Warunek |x| < 5 i | y| < 5 jest rownowazny uktadowi 1 gdy me (—g; gj , 0 mozesz zapisac
<2
uzywajac symboli logicznych 2
|x|sl Lol L dmol 1 Damar<l
2 - 2 2 - 2 5 2 o o me|-2;1
1 1 1 1 _m+1_1 5
[v<= ——<y<— -——< <= ——<m+1<=
2 2 2 2 5 2 2 2

3.40. b) Warunek |x+ y|>2 jest spelniony, gdy m e (—o0; —2)U(2;+0).

_4m-1
P ’ . . , L, | X+ty=m . . x= 5
Wskazowka: Rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb ,gdy meR .
3x+2y=2m-1 _m+l
7 5
dm—-1 m+1 . .
Warunek |x + y| = + 5 >2 gdy me R jest rtOwnowazny warunkowi

>2 &

5

‘Sm—l m+1

‘Lm

>2 & |m|>2 & m<-1v m>2 czyli, gdy me(-0;-2)U(2;+x).
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3.40. ¢) Warunek |x|+|y| <1 jest spetniony, gdy m e <—l; %) Iub me <%, 1) ,ezyli me <—1; 1).

Wskazowka: Korzystajac z definicji wartosci bezwglednej otrzymasz

dm-1 B m+1
5 gdy me(—w,z) . 5 gdy me(-o0;—1) .
= ilyl= ,wiec
M= 41 1 P1= s ¥
— gdy me Z,—OO = gdy me(~1;~o)
ny  fpelal) ool
+)h - v
[xl+1y1 _4m-1 1__m+1$1 dm-1 m+l dm—-1 m+1
5 3 ——t—x1 -——+—xl1
5 5 5 5

<S> med vme —l;lj vme<l;1),
4 4

, 1 1 R
czyli me<—l, 4jume<4,1), czyli me{-1;1).
Rownania i nierownosci kwadratowe z parametrem

341. pe(-3;1)u(L;2).
Wskazowka: Warunki zadania sg spelnione, gdy p#1 1 A>0.
342. p=2, g=-1.
2
+(1- -9-3=0 p—q=3
p +(1-p)p-q ,skqd{

2
¢*+(1-p)g—q-3=0

Wskazowka: Liczby p i g sa pierwiastkami rownania, wigc { .
9" -pq=3

3.43. Wskazowka: Wyrdznik A=(m— 4)2, wiec X =2, Xy =-m+ 2. Z warunkéw zadania me Z

wiec e Z, xy€Z.
3.44. m=2, tréjmian x* ~8x+16=(x—4)°.

Wskazowka: A=0, gdzie A=16m—32.
9
345. p=2 lub p=Z.

Wskazéwka: Po dodaniu stronami rownan 3m?> +5m+ 4 — p=0

i n?—5n+4+ p =0 otrzymasz rownanie 3m? +n? +5m—>5n+8=0. Z warunku zadania n=1-3m.

. L A 2 1
Zatem réwnanie ma postaé 12m? +14m + 4 =0, ktorego pierwiastkami sa liczby my = T3 M= 5
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3.46. Wskazéwka: Réwnanie x* + px+q =0 marozwigzanie, gdy wyréznik A; 20, gdzie A, = p2 —d4q-

Réwnanie x* +mx+n=0 ma rozwigzanie, gdy wyréznik A, >0, gdzie A, = m> —4n.

mp —2q

Z warunku zadania mp =2(n+q), wiec n == Zatem Ay =m? —4-.

m’%_mlzmz—2mp+4q=

2 . 2 2
:(m2—2mp+p2)—p2+4q=(m—p) —(p2—4q),czyh Ay=(m—p) Ay, stad Aj+A, =(m—-p)°.

Poniewaz (m— p)2 >0, wigc Aj+A, >0. Zatem co najmniej jedna z liczb A, A, jest nieujemna.

3.47.a) m=1 lub m:%, b) m=1lub m=10.

2

Wskazowka: a) mx” +m+3= C2mx o (m- 1)x2 —2mx+m+3=0.

Rownanie (m—l)x2 —2mx +m+3=0ma jeden pierwistek, gdy:
1° m=1, wigc 0-x2—2x+4=0,skqd x=2 (1 pierwiastek)
2°m#11A=0,gdzie A=12-8m.

Wskazéwka: b) Réwnanie x° + 2(1-logm)x+1- log? m=0 ma jeden picrwiastek, gdy A=0,

gdzie A=8logm(logm—1)=0 < logm=0 v logm=1 < m=10° v m=10"

1 2
3.48. a) me[—g;i%), b) mE(—OO;§>U<1;+°O)~

Wskazowka: a) Réwnanie postaci ax? +bx+c=0 nie ma rozwigzan, gdy

a=0
=0
{Z 0 (dla rownan kwadratowych) lub {b=0 (dla réwnan liniowych).
<
c#0
m+1%0 m+1=0 m#—1 m=-1 |
) V {4m=0 <& 1.3 \% m=0 & me —5;3 .
8m* -20m—-12<0 dm4320 me > ¢_§
2
a#0 a=0
3.48. b) Wskazowka: Réwnanie postaci ax’ +bx+c=0ma rozwigzania, gdy {A >0 lub {p=0
B ceR
m+2#0 m+2=0 m#* =2 m=—2
lub , gdy 2 lub .
20m% —28m+8>0 6m#0 me| o0 < U (l;+) m#0
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3.49. ke _w;@ U{l}u M;m ‘
15 2 15

Wskazowka: Gdy 2k —1=0 roéwnanie jest rtOwnaniem liniowym majacym jedno rozwigzanie x =4.
Gdy 2k —1#0 réwnanie jest rownaniem kwadratowym majacym nie wigcej niz jeden pierwiastek, gdy

16+ 219

A<L0. 2 , skad k<
15

—~15k% +32k—12<0

1
k+— _
6299, s

3.50. m= 2
2

] , . . . 3 .
Wskazowka: Rownanie mx+3 =0 ma rozwiazanie x=——, gdy me R i m #0.
m

) a=0 m—-3#0
Roéwnanie kwadratowe postaci ax” + bx +c =0 ma rozwigzanie, gdy , czyli 5 s
A0 (m=2)"—4(m-3)=0

wigc m e R\{3}. Oba rownania moga mie¢ wspdlny pierwiastek, gdy m e R\{0,3}. Rozwigzanie rownania

liniowego x =—— jest jednoczes$nie pierwiastkiem réwnania kwadratowego, gdy liczba —— spetnia
m m

2
to réwnanie kwadratowe, czyli (m—3)-(—i) +(m—2)-(—i)+1=0, stad m =3 lub m:%
m m

3.51. Réwnanie ma:
e 0 pierwiastkow, gdy m e (—o0;0)
e 2 pierwiastki, gdy me {0} (4;+),
e 3 pierwiastki, gdy m =4,

o 4 pierwiastki, gdy me(0;4).

yA :
) o y=r(x)
Wskazowka: Metoda graficzna: W uktadzie wspotrzednych naszkicuj
wykresy funkcji f1 g, gdzie y=4
1 =0
0] 1 X

) x2+2x-3, gdy 242x-320 [x?+2x-3, gdy xe(—oo;—3>u<l;+oo)
f(x)=|x +2x—3|= ) ) = 5

_(x +2x—3), gdy x“+2x-3<0 —(x +2x—3), gdy xe(-3;1)
g(x)=mimeR.

Wykresem funkcji g jest prosta rownolegta do osi x.
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3.52. Rownanie ma:

e | rozwigzanie, gdy k € [—00; - i) v [%, + 00]’

e 2 rozwigzania, gdy k € {—%, %},

11
e 3 rozwigzania, gdy ke| ——;— |.
4 gay ( 4 4j

Wskazéwka: Metoda graficzna: Rownanie x-|x|=x+k zapisz

wpostaci x-|x|-x= k inaszkicuj wykresy funkcjifi g, ) =
—_—
RO

gdzie f(x)={x(x_1)a gdy x>0

B - LY -

[y

—x(x+1), gdy x<0’
Z rysunku odczytaj rozwiazanie zadania.

3.53. Réwnanie ma: VA

e | rozwigzanie, gdy m & (—o0; 0)U(L; +0),

e 2 rozwigzania, gdy m e {0,1},

e 3 rozwigzania, gdy m e (0;1).
0

Sy

Wskazowka: Lewa strong rownania zapisz w postaci

x> —1dla x<-1

1-x%dla x>-1 i naszkicuj wykresy funkcjifi h, gdzie f(x)=(1-x)-[x+1 i h(x)=m.
—X a xz2—

(1—x)-|x+1|={

Funkcje g przyporzadkowujaca parametrowi m liczbe rozwigzan rownania mozesz YA
1, gdy me(—0;0)U(l;+o) \ 1 y=1
zapisaé w postaci: g(m)=12, gdy me{0,1} ) 5 >
3, gdy me(0;1) \ *
\ y = ( x)
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3.54.a) me(—1;5—4ﬁ>, b) me[—l; %) o) me(1;5).

Wskazowka: a) Pierwiastki x; 1 x, réwnania postaci x> +bx+c=0 sa liczbami ujemnymi,

gdy spetnione sg warunki:

2 2
A>0 b” —4ac=0 m==10m-720 me(—oo;5—4\/§>u<5+4\/§;+oo)
c m+1
X x>0 < —>0 = T>0 & m>-1
a
x1+x2<0 _ m<1
L m=1_g,
a 2

Wskazowka: b) Rownanie postaci ax? +bx+c=0 ma dwa pierwiastki x; i x, jednakowych znakow,

1
a£0 2m* +m-1#0 mi—l/\mig
gdy spetnione sq warunki: {A>0 < {49m’+14m+1>0 < {meR
XXy >0 2—6 50 me(—l;lj
2m~ +m—1 2

Wskazowka: ¢) Pierwiastki x; 1 x, réwnania kwadratowego postaci x2+bx+c=0 sg przeciwnych znakow,

gdy spelnione sa warunki: {

1
A>0 B +14m+5>0 me(—f;S]
= = 3 .
x1~x2 <0

m> —6m+5<0 me(l'S)

3.55. m= 7 i suma kwadratéw pierwiastkow rownania ma warto$¢ najmniejszg rowna 22.
Wskazowka: Zauwaz, ze A>0,gdy me R (A =4m® + 5) oraz ,

x12 +x§ =(x +x2)2 —2x1%y =4m* —2m+3.

-(-2)

Oblicz warto$¢ najmniejsza funkcji f(m)= 4m* —2m+3, czyli m= W
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3.56. Rownanie:

® nie ma rozwigzan, gdy me [—3%; 1] s
. . . 1
e ma jedno rozwiazanie, gdy m € —35, 1,5;,
e ma dwa rozwigzania, gdy m e (—oo; - 3%) U(L;5)u(5;+x).
Liczba 1 zawiera si¢ migdzy pierwiastkami rownania m € (foo; - 3%] U(5;+ o).

Wskazowka: Aby liczba 1 zawierala si¢ migdzy réznymi pierwiastkami rownania,

to funkcja kwadratowa f'(x)=(m —5)x2 —dmx+x-2

YA VA
powinna mie¢ dwa rézne miejsca zerowe (@)
i jej wykres powinien wyglada¢, jak na rysunkach. X %

lub x \0 1 X

0 1 X 1 2

Korzystajac z wykresow, otrzymasz
1
a<0 a>0 7

alternatywe uktadéw: {A >0 vV <A>0 =

f(1)>0 f(1)<o

m<5 m>5
o 4(3m2+7m—10)>0 v 4(3m2+7m—10)>0.
2m-750 2m-7<0

3.57. me (0; lj
4
Wskazéwka: Warunki zadania sg spelnione dla a=m(m+1), A=4m(m+ 1)2, f()= 4m?* +3m—1, gdy:

a>0
1° <A>0
f()<o

Zauwaz, ze uktad 2° nie ma rozwigzania.
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3.58. me(1:V2). v

Wskazowka: Rownanie \

spelnia warunek zadania, gdy wykresem funkcji x 0

kwadratowej £ (x)=(m+1)x* =2x+m—1 jest

parabola przedstawiona na rysunkach.

Stad otrzymasz alternatywe uktadow:

A>0 A0 4(2—m2)>0 4(2—m2)>0

a>0 a<0 m+1>0 m+1<0

f(0)>0 v 47 (0)<0 o qm-1>0 Vo im-1<0

f(2)>0 7(2)<o0 5m-1>0 5m-1<0

0<_£<2 0<_i<2 O<L<2 0<L<2
2a 2a m+1 m+1

3.59. me(-3-2v2)u(2v2:3).
. . . L2 2 2 22 2
Wskazéwka: Z warunkow zadania: A>0 i xi +x5 >2m~ —13, gdzie x{ + x5 = (0 +x5)" —2x1x,

oraz x;+xy=-m i xy-xy =2.

3.60. 2) me(—o0;—18)U(14;+ ), b) m e (—o0;—4).
A>0
i . A>0
Wskazowka: b) Jesli <x; >m , to .
X +xy>2m
Xp >m

3.61. me(0;1)U(2:3).

Wskazéwka: Z warunkoéw zadania: A>0 i (x; —x, )2 <8(m+1), gdzie
A=4m> —8m> —4m+8 = 4(m72)(m2 71), (x 7x2)2 =[x12 +X%:|*2X1x2 2[(x1 +)C2)2 72x1x2}72x1x2 =

:(x1+x2)2—4x1x2 i X +Xy =4m oraz x;x, =—m> +6m* +m-2.

4(m-2)(m?*-1)>0 “L1)U(2;+
Rozwigz uktad nieréwnosci: ( )( ) = {me( Jo(Z+e0)

4m —8m* —12m <0 m e (—0;—1)U(0;3)
3.62. me(0;3-7).
Wskazowka: Z warunkow zadania: A>0 1 xxy <6m 1 x12 +x§ > 6m, gdzie
4—4m>0
A=4-dm, x-x = m* —m, x12 + x% =m* —6m+2. Rozwiaz uktad nieréwnosci m*—Tm<0

m?—6m+2>0
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3.63. m=1 lub m=>5.

m—1£0
m—1#0
i A=0
Wskazowka: m=1 lub {A>0 lub .
x1~x2>0
Xl'X2<0
X1+X2<0
169
3.64. m=——-.
9

. . . 1
Wskazowka: Z warunkdéw zadania: A>0 i x, =2x), gdzie A=169—8m oraz x; +x, 233 .

x1+x2 13

Z uktadu rownan "2 oblicz X :g ixy=—

Xy = 2X1

Rownanie mozesz zapisaé w postaci 2(}5 —%)(x —?j =0 o 2x°-13x+ % =0, skad m= %

3.65. m e(—l; lj
2°3

Wskazowka: Dla réwnania kwadratowego postaci ax? + bx + ¢ = 0 warunki zadania sg spetnione, gdy:

me#——
a#0 2m+1#0
1

A>0 —15m> —10m+5>0 me(—l;g)
1.1 & Jexo0 <
X X Y+ mE=s
c#0 xl+x2 1

me(—7;2)

2

3.66. Rownanie:
® nie ma rozwigzania, gdy p €(-o;3),

e ma dwa rozwiazania, gdy p €(3;+%),

. . L, VA
e ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy p=3.
Vi

Wskazowka: W ukladzie wspotrzednych szkicujemy

wykres dwoch funkeji /1 g,
—2x+1, gdy x<-1
gdzie f(x)=|x+1|+[]x—-2|=13, gdy —-1<x<2 i g(x)=p. 0
2x-1, gdy x>2

(czyli prostg rownolegla do osi x) i odczytujemy z rysunku ile punktow wspdlnych ma wykres funkcji f

=Y

z wykresem funkcji g.
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-2x+1, gdy x<-4
3.67. Wskazéwka: Przyjmij f(x)=|x+4|+|x—5|=19, gdy —4<x<51ig(x)=2x-1.
2x—1, gdy x2=5

Wykres funkcji f'pokrywa si¢ z wykresem funkcji g, gdy x e <5; +00),

wige rownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

3.68. my=-2, my=2

Wskazéwka: Przyjmij g(x)=ax s YA 5
S P
-2x, gdy xe(—o0;-5) < " 3
oraz f(x)=|x+5|+]x-5/=410, gdy xe(-55)
2x, gdy xe(5+x) R
50 X

i naszkicuj wykres funkcji f.
Rownanie ma wigcej niz jedno rozwigzanie, gdy wykresy funkcji /i g
maja co najmniej jeden punkt wspdlny.

3.69. me(4;+x).

Wskazéwka: Rownanie zapisz w postaci (m2 - 16)x =m+4 .

Gdy m?—16+0 réwnanie ma jedno rozwigzanie postaci x = g
m—

x>0 < >0 © m>4.

m—

3.70. me R\{0} .

Wskazowka: Rownanie ma dwa rozwigzania, gdy prawa strona tego rownania jest dodatnia.




