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12. Rachunek rézniczkowy — odpowiedzi i wskazowki

Granica funkciji
12.1.a) +©, b) —o, c) —oo, d) —oo, e) +oo, f) 0.
122.2) 2, b) 1, ¢) —o, d) +o, e) V3, f) =—3.

Wskazowka: e), )

2 2 2

x| 3+— x| [3+—

\/3x2+2: ( xzj i 2
X

= X d=x, gdy x>+ i |x]=-x,

x x
gdy x —> —o0.
4
12.3.2) -3, b) 4o, ¢)0, d) -1, e) -3, D3
(\/xz -0—4)6—\/x2 —2x)~(\/x2 +4x +\/x2 —2x)
Wskazowka: e) \/x2 +4x —\/x2 -2x= =
\/x2 +4x+\/x2 -2x
_ 6x
|x|( [1+ﬂ+ /I—ZJ
x X
f) korzystajac z wzoru @’ —b° =(a—b)(a2+ab+b2), gdzie a=\3/(x+1)2 i b=\3/(x—1)2 ,
Y| (x+1)? —(x-1)
otrzymamy %/;-(%/(x+1)2 —%/(x—l)2 )= [ } =
Yoy Y1) (-1 + Y1)
) 4t
4 2 )
w[af@uj X (B (Y ]
x X2 X
1 5 5
124.a) 5, b) ——, 1, d) ——, -3, —.
a) ) 5 ) ) Z e) f) 13
1 4 9
12.5. a) 4, b) 0, 27, d —, -, —=.
a) ) ©) ) 2 e) 5 )] 1

12.6.a) lim f(x)=21i lim f(x)=2,wicc lim f(x)=2,
x—0" x—>0

x—>0"

b) lim f(x)=41i lim f(x)=5, wiec funkcja /nie ma granicy w punkcie xo=-1,
x—-1"

x—-1"

¢ lim f(x)=21 lim f(x)=2,wiec lim3f(x):2,

x—>3 x—3"

d) lim f(x)=11i lim f(x)=4, wigc funkcja fnie ma granicy w punkcie xo=2.

x—>2" x—2"

12.7. a) +oo, b) —o, c) 4o, d) —oo, e) +oo, f) +oo.
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128.2) lim (x+4)=6, lm (¥*+2)=6, b) lim f(x)=%, lim f(x)=—1.
x—2" x—2" x—-1" 2 xo-1t 2
¢ lim f(x)=0, lim f(x)=0, d) lim f(x)=-2, lim f(x)=0,
x—>-1" x—-1" x—>1" x—>1"
e) lim f(x)=0, lim f(x)=0,
x—>0" x—>0"
. 1 . 1
f) lim f(x)=—, lim f(x)=-—.
x—>1 4 xo1t 4
2 _ —_ -
Wskazowka: f) 4x —7x+3:(x 1)(4x 3):4x 3.
4x—4 4(x-1) 4
. 1
12.9. a) Tak, lim f(x)=2, b) tak, lim f(x)=-1, ¢) nie, d) tak, lim f(x)=-.
x— -2 x—1 x—>-3 4

Wskazéwka: Granica funkcji f'w punkcie x istnieje, jesli spetniony jest warunek

lim f(x)= lim f(x).

X=Xy X=Xy
12.10. 2) 2, b) % 02, d) —oo,
o -1 Nl ) -1 by -
9 b g 3’ 12'

Wskazowka: g) 6_2\/;: _2(\/;_3) "x+3_2: ( x+3—2)(‘x+3+2) _
. x=9 (‘/;_3)(\/;4'3), -1 (x—l)(x2+x+1)(\/x+3+2)
x—1

(x—l)(x2 +x+1)(\/m+2).

12.11. a) Tak, b) nie.

Wskazowka: a) lim (x+1)=11 lim 2% =1,wiec lim (x+1)= lim 2" =1= lim f(x),
x—>0" x—0" x—>0" x—0" x—0

b) lim (x+1)=0i lim x?=1,wigc lim f(x)% lim f(x).

x—>-1" x—-1" x—>-1" x—-1"

12.12. Wskazéwka: Funkcja fnie ma granicy w punkcie xg, gdy lim f(x)# lim f(x),

X=X x>

. 2 2 .o 2 2 . 1 1 . 1 1
a) lim —=—|=—00i lim —=—l=+0. b) lim —=—|=—0, lim ——=|— =40,
x»O’x3 0 x—>0" x ot x>l x—1 0 r o1t x—1 o

X ax+l 11 X ax+l 11
¢) lim —— == lim = |=t®
x52° x"—4 0 xo2t x*—4 0"
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12.13. a) k:%, b) k=-9, ¢) k=-23 lub k=23, d) k=1

k+1)x? +3x+1
Wslkazdwia: a) lim DX *#3x+1_ kol
N Y k

12.14. a) x;, b) x5, x3, x4.

Wskazéwka: a) lim f(x)= lim f(x)=3=7(x),
a x—x

X = x|

b) lim f(x)=+c, lim f(x)=3 (nie istnieje granica funkcji /'w punkcie x,),
X=X X =5

lim f(x)=2, lim f(x)=2,wicc lim f(x)=21i f(x3)=5 (istnieje granica funkcji /'w punkcie x3),
X > X3

X—=Xx; X = x5

lim f(x)=2, lim f(x)=4 (nie istnieje granica funkcji /' w punkcie x).
X=Xy x— x:{

Ciagtos¢ funkciji
12.15. Funkcje w a), b), ¢), e) sa ciagle.
Wskazowka: a) f(1)==2 1 lim f(x)=-2, lim f(x)=/(1)=-2,
x—1 x—>1
2

2
- -1
by fim X =2+ g, (1)
xo>1 x-1 x—>1 x—1

= lim (x~1)=0=7(1).

¢ lim f(x)= lim (2x+3)=2+3=5, lim_f(x)= lim (4’ +1)=4-1+1=5, f(1)=5,
x—1" x—1"

x—>1t x—1"

Tim £ (x)=£(1).

d) lim (1-x)=0, lim +x =1, nie istnieje granica funkeji f w punkcie xy =1,
x—>1" x—>1"

¢) lim 3°=3, lim (x2+2):3, F(1)=3, lim /(x)= £ (1),

x—>1* x—=>1 x—=1
. A . 1 1 . 2 . . .. .
f) lim (x +1) = lim T =7 lim (x —l):O,me istnieje granica funkcji f'w punkcie xg =1.
x—>1" x>l x +1 2 xott
12.16.a) m=-2, b) m=5, c) m=-2, d) m=9.

2_ _
Wskazéwka: a) lim el lim (x=D(x+1) = lim (x—1)=-2,zatem f(-1)=m=-2.
xo-1 x+1 x— -1 x+1 x— -1
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12.17.8) ki =2-V2, kp =2+2, b) k=5, ©) klz—%, kz%,
d) k=0, e) k=0, k=2, f) k=0.

Wskaziwka: a) lim (2x—k)? =(2-k)" i lim (3% =1)=2 oraz f(1)=2, wie (2-) =2,

x—1 x—1"
¥2 -9
b) lim = lim (x+3)=6 i f(3)=2k—4, wigc 2k—4=6,
x—>3 x-3 x—3
3 x=D)(x2+x+1
¢) Tim * =1 = lim( )( )=73 i f(1)=6k%—k—5, wigc 6k>—k—5=-3.
x—>11-x x—1 —()C—])

12.18. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu warto$ci posrednie;j.

Wyznacz takie argumenty x, dla ktérych:

f(x)<s f(x)>s
f(l):16_2.14_13+1:_1, f(O):l 1 1<5 (nie spetnia warunkow zadania)
czyli f(1)=-1<5. f(2)=26-22*-2%+1=25 i 25>5

Funkcja f jest ciagta w zbiorze liczb rzeczywistych, wigc w przedziale (1;2) przyjmuje wartosci posrednie
pomigdzy liczbami —1 i 25, czyli z przedziatu (-1;25).

5e(-1;25}, wiec liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji /" cnw.

12.19. Wskazéwka: Wystarczy wykazaé, ze f(0)- f(1)<0.

12.21. Wskazéwka: Zauwaz, ze f(1)=—6 i f(2)=6,wiec f(1)-f(2)<0, czyli funkcja ciggta f ma
miejsce zerowe xq i xo €(1;2)-

12.22. Wskazéwka: a) f(-1)- £(0)<0, f(0)-f(1)<0 i f(1)- f(2)<0, wigc w kazdym z przedziatow
(-10), (0;1)i (1;2) funkcja f ma miejsce zerowe. Funkeja f jest wiclomianem trzeciego stopnia, wigc nie

moze mie¢ wigcej niz trzy miejsca zerowe.

b) f(-2)-f(-1)<0, f(-1)-7(0)<0 i f(1)-f(2)<0, czyli miejsca zerowe znajduja si¢ w przedziatach

(-2:-1), (-L0), (1;2)-
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Pochodna funkcji

12.23. a) f’(x):%, x>0, b) f’(x):%xz’x/;, x>0,
3 1 2
"(x)=3x"+ , x>0, d) /(x)=--=——=, x =0,
o) f'(x)=3x xzﬁx ) f'(x) 7Ty N

S B
REAS N AN

x>0, f)f'(x)z%x«/;+3x2,x20,

4 3 2

g) f'(x)=_—32, x;tl, h) f'(x)=_x —2x +3x2—2x—1’ x;tl,
(x—l) (x3—1)
i) (x) =322, i f'(x):(x_j;)s, x#2.

12.24. ) f'(-1)=0, f'(1)=0,

b) /'(x)>0, gdy xe(-L1), f'(x)<0, gdy xe(—o0;—1) lub xe(l;+).

12.25.a) 0, by 2.
2
12.26. f’(—l) _ 200
2) 169
12.27.3) a=3, b) a=-1, ) a=3, d) a=0.

Wskazowka: a) f’(x) =2x+1, a= f'(l)

12.28.a) k:y=5x—-4, b) k:y=-5x+16, c) k:y=6x+4, d) k:y=3x.
Wskazéwha: a) M =(3,11), f'(3)=5, b) M =(2,6), f'(2)=-5,

0 M=(—%,1), f’(—%):@ ) M =(2,6), f/(2)=3.

12.29.2) P=(0,-1) oraz P=(-2,3), b) P=(1,1) oraz P=(§,—;—ij.

Wskazéwka: a) a=2= f"(xg), czyli =0 lub xq =2, wigc f(0)=-1 oraz f(-2)=3,

13

b) a=-2= f"(xy), czyli xy=1 lub x0=§,wi<;c S(=L f(g]:—m.
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26

27’

2 23

2 2 1
12.30.2) y==x+ by y=2x—Lt b p=2rs 23
a) y 3 ) y §¥ g b y=gxt g

Wskazéwka: a) a= f'(xy) = %, punkt stycznosci P = (—%, %)

12.31.a) x—y=0 oraz 12x—-12y+1=0, b) x—2y+5=00orazx—-2y—-3=0.
Wskazowka:

a) a= f'(x)=-3, punkty stycznosci B =(0,0), B, :(—1,—%],

b) a=f"(xp) =%, punkty stycznosci A =(-1,2), P, =(3,0).

5 3 3
12.32.2) x+y—-9=0 lub x+ y+==0, b) y=—-x—-—.
) x+y x+y 3 ) ¥y 4x 2
, , L . 8 1 15
Wskazéwka: Punkt stycznodci: a) M =(-3,12) lub M :(1,—§), b) M =(5,—3—2)
. 1
12.33.2) y=3 i y=—6x, b) P:(—5>3j-

Wskazowka: a) M =(-2,3), N=(1,-6).

12.34. c= l
4

Wskazéwka: —x* +¢=0 ,skad x= Je lub x=—e. Zatem styczne do paraboli prowadzimy w punktach
A= (—JE , 0) i B= (JE s 0). Wspotczynnik kierunkowy m; stycznej do paraboli w punkcie 4 ma warto$¢
f’(—\/z), czyli f’(—\/z) =-2- (—\/E) =2Jc . Wspotezynnik kierunkowy my stycznej do paraboli w punk-
cie B ma warto$¢ f’(\/E) =2 . Styczne sa prostopadle, gdy my -my =—1, czyli gdy 2Je- (—Zx/E) =-1,

1
skad c=—.
4 4
12.35. Wskazowka: Rownanie paraboli: y = 2x% +x—1.

12.36. PAABC 22727.

Wskazowka: A= (—2, 3), B= (1, 6), C= (_%, _%)

12.37. Wskazowka: Obliczamy wspolrzedne punktow A4 i B:
y=hx
1, 1 .skad A= (k—\/kz +1, k2 — kK2 +1), B :(k+\/k2 1, K2 + kK +1). Réwnania stycz-
=—X

2
nych: y=ayx+by oraz y=agx+bg. f'(x)=x, wigc aA:f’(k—\/k2+l) oraz aB:f'(k+\/k2+l);

y

a,-ag= (k—\/k2 +1)-(k + \/k2 +1) =k? —(k2 + 1) =—1. Zatem obie styczne sg prostopadte.
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12.38. Wskazowka: a) Prosta o rownaniu y =ax+b jest styczna do wykresu funkcji /' w punkcie
P= (p, pz), wigc a=f'(p)=2p.Prosta y=2px+b przechodzi przez punkt P, wigc b= —p2.
Zatem: x° > 2px— p2 < (x- p)2 >0, wigc nierownos¢ X2 > 2px— p2 jest prawdziwa dla kazdej liczby

rzeczywistej x.
— 2 _ _ 9,2
b) P=(p.~2p%). a=-4p, b=2p".

12.39. y=9x—15.

Wskazéwka: A=(2, f(2)). Styczna do wykresu funkcji f ma rownanie y =ax+b, gdzie a= f"(2).

4, b) f(x)20 < xe{l;+o)u{-2}.

12.40.a) p=0, ¢ :—g

12.41. m=-3.

=0 2—mxy—xg =0
f(x) . @{ mxg =% =0

Wskazowka: { , 5
I'(x0)= —-m—3xy =0

12.42. f(x)=x"—6x% +8,
a) funkcja rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; 0>, <4; +o0), funkcja malejgca w przedziale <0; 4>,
b) faux = (0)=8. fagy =1 (3)=-19.
12.43.2) D, = R\{1}. Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; -2), (0;+00).
Funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatow <—2; -1), (—1; 0),

b) D, =R. Funkcja jest rosngca w przedziale (—oo; 0), a malejaca w przedziale <0; +00),

¢) D= (~1;1). Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow <—l; - 2>, <0; 2>,

3 3
. . 2 2
a malejgca w przedziatach { — 5;0 s 5;0 .

Wskazéwka: b) Oblicz pochodna funkeji /i rozwigz nieréwnosei f'(x)>0 oraz f'(x)<O0.

¢) Funkeje f zapisz w postaci f(x)= Vxt=xS. Funkcja postaci y =+, gdzie ¢ >0, jest rosnaca, wicc

wystarczy okresli¢ monotoniczno$¢ funkeji g(x)= x* = x® w przedziale (-L1).
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12.44. a) Funkcja fjest: rosngca w kazdym z przedziatow (foo; 71>, <1; +oo), malejgca w przedziale <—1; 1>,
Ymin =/ (1) ==2, ymax = f(-1)=2,
b) funkcja fjest: rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; —%>, <l; +00),
malejgca w przedziale <—l; 1>, Ymin =/ (1) =0, Yo = f[—lj = 2,
3 3) 27
¢) funkcja fjest: rosngca w przedziale <—1; +o0), malejaca w przedziale (—oo; =1}, ymin =/ (-1)=-7,
d) Dy =R\ {0}, funkcja fjest: rosngca w kazdym z przedziatlow (—oo; -1y, <1; +00),
malejaca w kazdym z przedziatéw (~1;0), (0;1), ypin =/ (1)=2, ymax = /(1) =-2,
e) D =R, funkcja fjest: rosngca w przedziale <O; +o0), malejaca w przedziale (—oo; 0>,
Ymin = f(0)=-1,
f) D, = R\{0;4} funkcja fjest: rosngca w kazdym z przedziatow (-o0;0), (0;2),

malejaca w kazdym z przedzialow (2;4), (4;+%), ypax = /(2)= —%.

12.45. Wskazowka: a) f'(x)= 3x2-12, S'(x)>0, gdy xe(-o0;—2)U(2;+00), wiec funkcja jest rosngca
w kazdym z przedzialow: (—oo; —2), (2;+ ). Poniewaz (3;5) < (2; + ), wige funkcja jest rosnaca

w przedziale (3;5). cnw.
b) f'(x)=0,gdy x=2, f'(x)>0,gdy x<2,i f'(x)>0,gdy x>2. cnw.

1246.2) 1 D, =(-2J3;243), 2 Y, =(-44), 3 f(x)=0 o xe{-243,0,2V3},
f(x)=0 o xe{-2,2}, 4 yun=r(-2)=—4, yma =/ (2) =4, funkcja f jest malejgca

w kazdym z przedziatow <—2\/§ = 2>, <2; 243 >, rosngca w przedziale (-2;2),

b) 1 Df=<—2;6>, 2 Yf=<—7;0>, 3 f(x)=0 o xefl,6}, f'(x)=0 < xe{l,5},
4 Ymax =/ (1)=0, ypin =7 (5)=—-4, '5 funkcjafjest malejaca w przedziale (1;5), funkcja

jest rosnaca w kazdym z przedziatow (-2;1); (5;6).

1247. | x| (- —2) | 2 [(VZi-1) | <1 |50y o [ | 1 |(V2)] vz | (V2ite)
+

/(%) - - - 0 + 0 - 0 + +

max

Ut +OO\ 0| Ny —.1 e I o |70 /+OO
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12.48. a) Funkcja f jest malejgca w przedziale (-3; 3) oraz rosnaca w przedziale (3; 4),

©) Ymin :f(3):_2 >
d) | VA
e\\
\\
N
l\\ 4 y
3 0 %

12.49. a) Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow (-2;1), (3;5); funkcja jest malejaca w przedziale
(-1;3).
b) x=-1, x=3,
©) Smax :f(—1)=5, Ymin =f(3)=0’
d)

x |- -1 [(-53)] 3 [(39)
f(x)] + 0 - 0 +

O ol R N S

12.50. a) X1 =0, Xy =1, X3 =2,

b) f'(x)>0,gdy xe(0;1) lub xe(2;3), /'(x)<0,gdy xe(-10) lub xe(1;2),
) yagy =/(2)=7(0)=0.
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12.51.a) yyy = f(-2)=-26, yaux = f(0)=6,

b) yuun :f(—l):f(lj:—i yaax =1 (0)=-1,

2 2 3
9
©) Yunv =f(—1)=—%, Yuux :f(3):§’
1 1
d) v =f(—1):—5, Yaux =f(1):5>
) yaun = (-2)=-4, Yaux =f[§j:g\/€.

Wskazowka: €) f(-2)=-24=-4 i f(2)=0. Funkcje fzapisz w postaci f(x)= 2x? - x* , gdzie

- = 2(x). Oblicz ekstrema funkcji g w przedziale (~2;2), bo funkcja postaci y=+/7 jest rosnaca.

Funkcja f'ma ekstrema lokalne dla tych x, dla ktérych funkcja g ma y=g'(x)
1 y 1 1
ekstrema. ! L
, . , 4 Y N
g (x)=4x73x2, wige g'(x)=0, gdy x=0 lub x=3 2} o _404_ +l§} 3 }2 *
4\ 32 T max
fmin:f(o):O’ fmax:f(fj: o min
3 27
1252.2) 1 x=-6, 1, =0, 2 f(x)=3x>+12x, 3 funkcjaf
jest malejaca w przedziale (—4;0),
funkcja fjest rosnaca w kazdym z przedziatow (-6;-4), {(0;1),
4 yaay =1 (=6)=7(0)=0, yyyx = f(-4)=32,
5 X -6 [(-6:-4)] -4 |(-40)] 0 (0;1) | 1
f(x)| + + 0 - 0 + +
max min
fEL o T I o |
x2 —4x . . .
b) ‘1 xy=0, 2 f'(x)= ( )2 , '3 funkcja fjest rosngca w przedziale (—4; 0), funkcja fjest
x—2
malejaca w przedziale (0;1), 4 yyov =/ (-4)= —g, Yaux =/ (0)=0,

S ox | 4 [(%0)| 0o |[(o1)]| 1
f(x)] + + 0 -

8 max

O =3 T 0 | TN !
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12.53. Wskazowka:

I sposob rozwiazania.

Zauwaz, ze aby wyznaczy¢ zbidr wartosei funkeji f(x) = 3 wystarczy sprawdzi¢, dla jakich wartosci
x“+7
parametru /7 ma rozwigzanie rownanie — =m, czyli rownanie mx? —x+7m-3=0. Dla m=0
x“+7

réwnanie mx> —x+7m—-3=0 ma rozwigzanie x =-3.

Dla m #0 jest to rownanie kwadratowe 1 wystarczy sprawdzi¢ warunek A>0.

1 1 1 1
A>0, gd e{——;0)U| 0;—). Zatem Y, ={——;— ).
gym<14)[2> f<142>

1I sposo6b rozwigzania.

Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkeji f(x)= x+3 w zbiorze liczb
x“+7
— 2 a—
rzeczywistych. Wyznacz pochodng tej funkeji f'(x)= ﬁ f'(x)=0, gdy %:0, skad
(x2 + 7) (x2 + 7)

X1 = *7, Xy = 1.
Jesli xe(—o0;—-7),t0 f'(x)<0,jesli xe(-7;1),to f'(x)>0, wiec ypin =, (-7)= f%.
Jesli xe(-7;1),t0 f'(x)>0,jesli xe(L;+w),to f'(x)<0, wigc ypa =7 (1) =%.

11
Z ciaglosei funkeji fwynika, ze ¥, =(——;—

ciaglosei funkeji fwynika, ze Y, = < Ve 2>

12.54. Wskazoéwka: Punkt P lezacy na wykresie funkcji f'ma wspotrzedne P = (x, X2 ) A4=(3,0), wigc

|AP| ,/ (x- 3 x? O =vx* +x2—6x+9 . Przyjmij g(x)= x*+x2—6x+9 ioblicz minimum

funkcji g, a nastepnie poda] minimum funkcji |AP| =,/g(x) (funkcja |AP| ma minimum dla tych x, dla

ktorych funkcja g ma minimum, poniewaz funkcja postaci y = Ji jest rosnaca.
12.55. P=(L1).

2
Wskazowka: Zauwaz, ze jezeli P = (x, x3), to |AP| = ,[(x - 4)2 + (x3) =Vx®+x? _8x+16= Jf(x) .

Najmniejsza odleglo$¢ | 4P| bedzie dla takiego argumentu x, gdzie x >0

(bo |AP|<|ABy| <|4R]), dla ktérego warto§¢ funkcji fjest najmniejsza,

gdzie f(x)= x% +x? —8x+16 (funkcja postaci y=~/f jest rosnaca).
J1(x)=6x" +2x-8=2(x=1)(3x* +3x7 +3x7 +3x+4), f'(x)=0 & x=1
(liczba 1 jest jedynym dodatnim pierwiastkiem wielomianu f).

Jesli xe{0;1),t0 f'(x)<0, oraz jesli xe(l;+0),to f"(x)>0, wigc yygy =f(1)=1
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3/
12.56. |4B| =2—3i=2—£.
44 8

Wskazowka: Przyjmij A= (x, x>+ 2), B= (x, \/;) , gdzie x>0.

2
|4B|= (\/;—xz—Z) =x? —Jx+2, x20. Jesli Jx =1 i 120, to f(r)=t*—1+2. f'(t)=4r 1.

1 .16
1)=0 43 -1=0 t:i/i: iy
/(=0 < < 4 V4

3 3 3 3
Jesli te<O;Jj1_6], to f'(¢)<0, oraz jesli te(\/fﬁ-oo}to Sf'(1)>0, wige yM[N:~f[zl16J_2_31é6'

Najmniejsza warto$¢ funkcji fjest dlugosciag najkrotszego odcinka.

12.57. Wskazéwka: Réwnanie x> —5x> +20x+7=0 jest trzeciego stopnia, wigc ma co najmniej jedno
rozwigzanie na podstawie twierdzenia o pierwiastkach wielomianu stopnia nieparzystego. Jesli przyjmiemy,
ze lewa strona rownania jest wielomianem W, to W'(x)= 3x2 —10x +20. W'(x)>0, gdy xe R, zatem

W jest funkcja rosngca w zbiorze Ri lim W (x)=-o, lim W (x)=-+o. Zatem wielomian # ma tylko
X —>—0 X+

jedno miejsce zerowe, a rOwnanie ma tylko jeden pierwiastek. c.n.u.
12.58. Wskazowka: Lewa strona rownania jest wielomianem nieparzystego stopnia, wigc ma co najmniej jedno
rozwigzanie. Zbadaj wlasnosci funkcji f'okreslonej wzorem f(x)= X’ —9x+15 za pomocg pochodnej.

f’(x):9x8 —9:9(x8 —l)z9(x+1)(x—l)(x2 +1)(x4 +1) ixeR.

f'(x)=0,gdy x=-1 lub x=1.

) x | (o= =1 | (<L) | 1 | (L+)
f'(x)>0, gdy xe(-o0;-1) - B ,
f(x)<0, gdy xe(-11) } Yimax =/ (=1)=23 /'(x) + y0 - yO‘ ++OO
f(x)<0, gdy xe(-11) ()7 /) —oo/ 23 T 7 —
f(x)>0, gdy xe(L+) Ymin _f( )_ ’

lim f(x)=-o0, lim f(x)=+o.

Whiosek: tylko w przedziale (—o0; —1) funkcja fzmienia znak warto$ci z ujemnego na dodatni, czyli funkcja
Jfma tylko jedno miejsce zerowe w przedziale (—oo; —1).

Zatem rownanie ma tylko jedno rozwiazanie. crw.
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12.59. Wskazdwka: Funkcja fjest ciagta, bo D, = R. W ukladzie wspot- VA 7(x)
y= X
rzednych zaznaczamy charakterystyczne punkty wykresu funkcji f° B\
(miejsca zerowe, ekstrema) oraz granice funkcji fw —oo iw +oo, czyli: 0 % 1 ;
2 8
f(x)=0,gdy x=0 lub x=1, yp0 =/(0)=0, ypuin :f(Ej:'E’ y=——8f
lim f(x)=-o0, lim f(x)=+o. 24

X —> -0 X — 40 )

{ 1
Przez punkty: (0,0), (1,0) i (%, - 2—87j poprowadz krzywa, ktora jest przyblizonym wykresem funkcji f.

Prosta o rownaniu y = —% ma dwa punkty wspolne z wykresem funkcji f.

7.60. me(-2;2).
Wskazowka: Zaznacz charakterystyczne punkty wykresu funkcji /1 naszkicuj jej wykres.

Prosta y=m przecina wykres funkeji /' w trzech punktach, gdy m e(-2;2).

12.61. me [—%; Oj u(0;1).
Wskazowka: Zaznacz charakterystyczne

punkty wykresu funkcji f1 naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu

warto$ci parametru m dla ktorych prosta y =m ma z wykresem

funkcji f'dwa punkty wspoélne.

Zagadnienia optymalizacyjne z elementami rachunku
rozniczkowego

12.62. 5.,5.

Wskazowka: f(x)=i+10 . ixe(O,lO)y fr(x)=_i2+(101 )2.
_ x ——x

12.63.a) L(1)=96, b) 0°C lub 372°C, ¢) 206°C.
3-v109 3++109

Wskazéwka: b) —t°> —3t2 +25t=0, gdy t=0 lub (== b ="

Poniewaz # ~3,72 1 %

~-2,73, wige ;=0 i 1, =100-3,72.

12.64. Przy produkcji 10 sztuk podzespotow koszt wyprodukowania jednego podzespotu bedzie najmniejszy
1 bedzie rowny 400.

K(x) x* +100x+2000
X X

,gdzie xe N*.

Wskazowka: P(x) =

~2x° ~2000

x2

P'(x) P'(x)=0, gdy x=10.
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12.65. Po jednej godzinie.

-2(? 1)
Wskazéwka: f'(t)zi2 i yaux =7 (D).
(12 —t+1)

12.66. a =36.

Wskazéwka: a(t)=V'(t)=[s'(¢)].
12.67. a) s(f) =3¢, b) v(6)=36"2, v, =152,
S S

Wskazowka: a) s(t)zatz.Zwarunku 75=a-5° mamy a=3, b) v(t)=s'(t)=6t,

o er:s(S)—s(O) _ 75—0.
5 5

12.68.2) v(r)=5'(t)=3 +8t, b) a=v'(f)=6¢+8, ©) B =5(9r* + 48+ 64r%).
12.69. v(¢)=s'(¢)=107+20 —ruch zmienny, a(¢)=1'(¢)=10=const — ruch jednostajnie przyspieszony.

12.70. O godzinie 10%.
Wskazowka: a) Dy = (0; 8). Rozwigzanie problemu sprowadza si¢ do wyznaczenia najwigkszej wartosci

funkcji /' w przedziale (0;8). f(0)=300 — wydajnosé pracy o godzinie 7%, f(8)=251 — wydajnos¢

pracy o godzinie 15%, /(3)=333 — wydajno$¢ pracy o godzinie 10%,
X2 , _ 2
12.71. Wskazéwka: Jesli f(x)= 2x o f(x)= iz . Poniewaz (XZ + 1) >0,
x“+1 ( 4 1)

to o znaku pochodnej decyduje licznik (-2x). —2x<0 i, gdy x>0.



