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15. Prawdowpodobienstwo z elememtami
kombinatoryki — odpowiedzi i wskazowki

Statystyka
15.1.a) k>m, b) k<m, ¢) k>m, d) k=m,
15.2.a) n=3, b) n=2, ¢) n=>5.
A . . n n!
Wskazowka: a) Zatoz, ze n>2 i skorzystaj z wzoru =,
k) kl(n-k)!
. . n(n-1)
otrzymasz rownanie T =n.
15.3.a) n=5, b) n=5, c) n=06, d) n=5.

!
Wskazowka: a) Skorzystaj z wzoru C,]f = (ZJ = ﬁ, gdzie k<n, ne Ni ke N, otrzymasz
(n—k)!

nt (n+1)!
l(n-2)! 31(n+1-3)"

skad n(n—1)(5-n)=0.

swnanie 2[ " |=[" "1 ady 022, cayli 2
réwnanie = , n>2,czyli 2-
) 3 | oedy yli 202

b) Skorzystaj z wzoru P, =n!, gdzie ne N, otrzymasz rownanie 20(n—2)!=n!, gdy n>2, czyli
20(n=2)!=(n=2)!(n=1)n =0, skad (n=2)!(20=n> +n)=0, cayli (n=2)!(5=n)(n+4)=0.

(n—k)!
| |
- T —42, gdy n>2, skad 2n> —5n-42=0.

2 3
(n=2) (n-1)
15.4. Liczby 211 3.

2 —12<
Wskazowka: 7Z warunkow zadania: l " + " <3, gdzie " 2 2, skad noHn—12<0
21\ 2 n—1 n>2

¢) Skorzystaj z wzoru Vnk = , gdzie k <n, ne N i k € N, otrzymasz rownanie

15.5.a) ne{5,6,7,8}, b) ne{4,5,6}.

Wskazowka: a) Zatoz, ze n>5.

n! n! dzie n>5. skad n! n!
> s ), > 5
M4 si(n=s) S T G G IS (n-4) T ars(n-s)!

Z warunkow zadania

czyli >l,wi¢c n<9 inx5.
n— 5
15.6. n=16. n—7
n n —>1
8 n>15
, . , . \8 . \9 . |n-8
Wskazowka: Z warunkow zadania: >—<>1 1 >—< <1, czyli {——<1,skad <n<17.

O I A
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Kombinatoryka

15.7. Nie.
Wskazowka: Roznych ustawien pigciu stoni jest 5!=120 i 3-120 < 365.

15.8. 576.
Wskazowka: Istniejg 4-3-2-1=24 sposoby ustawienia poczatkowych czterech cyfr szyfru i tyle samo

sposobdw ustawienia czterech nastepnych cyfr, wigc wszystkich mozliwos$ci sprawdzenia szyfru jest 4!- 4!,

czyli 24-24.
1 1
15.9.a) —, b) —.
) 35 ) 35

1.
Wskazowka: |Q|:7!, a) |A|:3!-4!,wiqc P(A)z%

=, b |B===,

7!
gdzie 4! — liczba ustawien chtopcow na miejscu pierwszym, trzecim, pigtym i sioddmym, 3! — liczba ustawien

4131
!

dziewczat na miejscu drugim, czwartym i szostym.
15.10. a) 48, b) 24, c) 192.
Wskazowka: a) |A| =2-4!, b) |B| =1-4!, ¢ |C| =4.2-4!,

15.11. 42 wzory.

Wskazowka: V72 =

15.12. 336 rodzajow.

Wskazowka: Vg3 =

(8-3)°

15.13. 256 znakow.
Wskazowka: 1728 = 28.

15.14. 9 000 100 abonentow.

Wskazowka: 9 - 171% +1- 17]%
15.15. 11 040 liczb.

Wskazowka: Zauwaz, ze liczba jest pigciocyfrowa. Jesli:
e na pierwszym miejscu (od lewej) jest cyfra nieparzysta, to jest ich 5- [4j -4.5-4.3 lub
e na pierwszym miejscu jest cyfra parzysta, to jest ich 4- (‘1‘) -4-5-4-3.

Zatem wszystkich liczb jest: 7200+ 3840 .
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15.16. a) 495, b) 396, c) 84.
Wskazowka:
a) Cy-CP,
b) C3-C,,
0 Cs-C).
15.17. 135 sposobow.
Wskazowka: Mozna zarezerwowac 3 pokoje dwuosobowe lub 2 pokoje trzyosobowe, czyli C130 + C62 .
15.18. 10 545 mozliwosci.
Wskazowka: Odpowie co najmniej na 3 pytania, tzn. na trzy odpowie i na jedno nie odpowie lub na cztery
odpowie, czyli C%o ~C§ + Cfo.
15.19. 16 wielokatow.
Wskazowka: Narysowanymi wielokatami moga by¢ trojkaty, czworokaty, pigciokaty, wigc jest ich
c+ci+cl
15.20. Dwunastu graczy.
Wskazowka: C,% = 606, gdzie n oznacza liczbe graczy.
15.21. Pigtnastu uczestnikow.
Wskazowka: Niech n oznacza liczbe wszystkich szachistow, gdzie n > 4. Liczba partii rozegranych przez
pozostalych (po wycofaniu si¢ dwoch) szachistow jest rowna C,2,_2 = [n ; 2}.
Z warunkéw zadania (" ;2] +2-4=86.
15.22.a) 12, b) 18, ¢) 91
Wskazowka:
a) V-V,
b) Vi -2,
¢) zsumuj liczb¢ mozliwosci, gdy pierwsza cyfra liczby dziesigciocyfrowej jest 3 Iub 2 lub 1.
15.23. a) 96, b) 90.

Wskazowka:

a) Cy-C2+C3-C,

b) C3.C2.
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15.24. 2) 29-5° =90 625, b) 49-5° =95703125 , ¢) 499.5% .

Wskazowka:

6
a) (1] — liczba mozliwo$ci wyboru miejsca dla liczby parzystej ze zbioru {2, 4, 6,8}
i (J — liczba mozliwosci wyboru jednej liczby parzystej, sposrod czterech liczb,

i 5% — liczba mozliwosci ustawienia na pozostalych pigciu miejscach liczby nieparzystej,

1
pierwszego od lewej),

4Y (10 9
by | || |57+ |5,
1)1 1
4Y (100 99
ol | 59477157,
1)1 1
15.25.a) 1, b) 100, ¢) 5050, d) 171 700.

Wskazowka: Wszystkie liczby stucyfrowe mozemy podzieli¢ na grupy w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na

4\ (6 5 5
czyli (J(J -5 +( j-SS , gdzie (lj — liczba mozliwos$ci ustawien liczby 0 na pigciu miejscach (oprocz

pierwszym miejscu i jakie inne cyfry rézne od zera stoja na pozostatych miejscach zapisu dziesietnego tej liczby.

b) B ©) | pierwsza Mozliwe na- Tlosé Zasto-
R Mozliwe na- Tosé Zasto- cvira stepne cyfry liczb sowane
cyfra s,t epne cyfry liczb | Sowanme ¥ roézne od zera WZory
rézne od zera WZory 3 :
2 - 1 -
99
99 2 1 99
1 1 99 | 1
Razem:! 100 1 2 99 (919J
. 99
1 lil 2998 ( j
2 2
Razem:: 5050
D | pierwsza cyfra | Mozliwe nastepne cyfry rézne od zera Ilosé liczb | Zastosowane wzory
4 - 1 -
i 9 99
3 9 |
2 99 %
1
2 —_ — — — — — — — — — — 4+ — — — 4 — — — — — —
99-98 99

3 99 |
) 99 (98
1 1i2 99-98 Vo albo | |
. 99.98-97 [99]
L1il -
6 3

Razem: 171 700
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15.26. 46 liczb.

Wskazowka: Na diagramie przedstawiono schemat liczby trzycyfrowej, w ktorym dla kazdej pozycji

w zapisie dziesigtnym | cyfra setek | cyfra dziesigtek | cyfra jednosci | okreslono, ile jest mozliwos$ci

jej uzupehienia.
lub

8 mozliwosci:
10,3,4,5,6,7,8,9}

8 + 8 =16 mozliwosci
lub
8 mozliwosci: 7 mozliwosci:
{0,3,4,5,6,7,8,9} {3,4,5,6,7,8,9}
8 + 7 = 15 mozliwoSci
lub
8 mozliwosci: 7 mozliwosci:
{0,3,4,5,6,7,8,9} {3,4,5,6,7,8,9}
8 + 7 = 15 mozliwos$ci

Takich liczb trzycyfrowych jest 16+15+15=46.

15.27. Wskazowka: Wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych nieparzystych jest 9-10-10-5 = 4500.
Wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych nieparzystych w zapisie ktorych nie wystgpuje cyfra 7 jest
8:9.9-4=2592. Zatem wnioskujemy, ze wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych nieparzystych

w zapisie ktorych wystepuje co najmniej jedna cyfra 7 jest 4500 —2592.

15.28.Wskazowka:
Zbibr:
M — uczniowie, ktorzy lubiag matematyke,

G — uczniowie, ktorzy lubig geografie,

H — uczniowie, ktdrzy lubig historig.
a) 10+4+2+1.

n

15.29. Wskazéwka: Partii rozegrano tyle, ile jest kombinacji C,f = (2

n(n-1)
2

j . Oblicz n rozwigzujac rownanie

=190 ,gdzie n oznacza liczbe zawodnikow, czyli ne N* i n>2.

15.30. Wskazowka: Plaszczyzng jednoznacznie wyznaczajg trzy punkty niewspolliniowe, liczbe ptaszczyzn

oblicz

3 (7
zwzoru C5 = 3]
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Prawdopodobienstwo klasyczne i jego wtasnosci

, b) P(B)=~.

V3 =8.9=72.

15.31.a) P(4)=

NRIEN

Wskazéwka: |Q

a) Przypadkow wylosowania za pierwszym razem liczby nieparzystej, a za drugim razem parzystej jest
V52 =5-4, a przypadkéw wylosowania za pierwszym razem liczby parzystej i za drugim razem liczby parzy-
stej jest V7 =4-3, wigc |4|=5-4+4-3=32 (z reguly dodawania),

b) cyfra jednosci to 5, a cyfra dziesiatek jest liczba rézna od 5, czyli pary: (1,5), (2,5), (3,5), (4.5)

(6,5). (7,5). (8,5). (9,5).czyli P(B)= % é
15.32.8) P(4) =, (-2, o p(c) ]!

Wskazéwka: |Q|= 1763 =216. a) W pierwszym rzucie moze wypas¢ liczba oczek: 2, 3, ..., 6, w drugim
rzucie: 3,4, 5,6, aw trzecim rzucie: 4, 51 6. Zatem |4|=5-4-3.
b) [B=C3-5+1.

¢) [C| =V} + V5 =72, gdzie ¥} oznacza liczbg mozliwych wyboréw tréjki liczb ze zbioru {1, 4,16, 25},
a 1723 oznacza liczb¢ mozliwych wyborow trojki liczb ze zbioru {9, 36}.

15.33. P(A):75—2.

Wskazowka: |Q| =6* Ciggow geometrycznych, ktorych wyrazami sg liczby oczek wyrzuconych kolejno
na kostkach jest 8. Sa to: (1,2,4); (4,2,1); (1,1,1); (2,2,2); (3,3,3); (4,4,4); (5,5,5); (6,6,6).
Np. 1° Jesli w trzech rzutach otrzymamy ciag (1, 2, 4), to takich zdarzen jest 12. Sa to:
(L2,4,1) (1,2,4,2); (1,2,4,3); (1,2,4,4); (1,2,4,5); (1,2,4,6);
(1,1,2,4); (2,1,2,4); (3,1,2,4); (4,1,2,4); (51,2,4); (6,1,2,4).
2° Jesli w trzech rzutach otrzymamy ciag staty, np. (1, 1, 1), to takich zdarzen jest 11. Sa to:
(LLL1); (L,1L,1,2); (LLL3); (LLL4); (LLL5) (LLL6);

(2,1,1,1); (3,1L,1,1); (4,1,1,1); (5,1,1,1); (6,1,1,1). Zatem | 4] =2-12+6-11=90.

15.34. 2
57
1128 73 176 22
15.35.a) P(4 B)=——, c d) P(D
W PA)=55s P =555 PO=555 ) PD)= 505
Wskazéwha: a) |Q] = C3, |4 = C - Cig, b) |B|=C} - Cig +C3,

¢) |C|=C}-C}-Clys d) [D|=C}-Ciy,
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15.36. P(4)~0,0002.

186
850 668

Wskazowhka: |Q] = Ca, czyli |Q] =850 668. |4| = C3 - Ci; + C3, czyli | 4| =186. Zatem P(A)=
1537. 2.
36

Wskazowka: Gdy na przyktad warto$¢ bezwzgledna roznicy liczby oczek w pierwszym i w drugim rzucie
jest rowna 2, to zdarzen sprzyjajacych jest 8. Sa to:
{(1, 3,2),(2,4,2),(3,5,2),(4,6,2),(3,1,2),(4,2,2),(5,3,2), (6, 4,2)}.

Rozpatrz pozostate mozliwosci.

15.38. Zdarzenia A4 i B nie spelniaja warunku.
18 1 15 5 12 1 .
Wskazowka: P(4)=—=—, P(B)=—=—, P(ANB)=—=—, P(AnB)# P(A4)-P(B).
skazowka: P(A) %2 (B) YRED) ( ) 363 Ve ( )# P(A)-P(B)

15.39. Turysta ma wigksze szanse rozpalenia ogniska uzywajac do tego celu dwie ztaczone zapatki.

Wskazowka: Oznacz: Z — turysta rozpali ognisko jedna zapatka,
0.6 04 I rozpalenie

,,,Z ,,,,,,,,,,,,,,, ZL ,,,,,,,,,,,,,,,,,
Oﬂ4 11 rozpalenie
Z A
P(4)=0,6+0,4-0,6=0,84.
4 1
15.40.2) P(4)=0,625, b) P(B)=7 0 P(C)=3

Wskazowka:
a) Kazda liczba trzycyfrowa, w ktorej pierwsza cyfra jest 1, 2, 3, 4 lub 5 jest mniejsza od 600, czyli takich
liczb jest 5- ng . Jezeli cyfra setek jest 6, to cyfra dziesigtek moze by¢ 1, 2, 3, 4 lub 5, a cyfra jednosci
dowolna cyfra z pozostatych siedmiu cyfr, czyli liczb jest 1-5-7. Zatem |4|=5-V¢ +1-5-7.

b) Otrzymana liczba jest parzysta, gdy jej ostatnia cyfra jest 2 lub 4 lub 6 lub 8. Zatem |B| =4. ng.

H

15.41. Wskazéwka: \ > %, gdy neN i n>6,skad n”>—n—-90<0, czyli (n—10)(n+9)<0.
n
3

15.42. Wskazéwka: P(AUB)=P(A4)+[1-P(B')]-P(ANB).

15.43.) P(4) =2 P(B)=2, b P(4uB)=2.

Wskazéwka: a) |Q] = V2. Tloczyn dwoch liczb jest ujemny, gdy liczby sa przeciwnych znakéw.
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15.44. 2) -, b) -, 02
102 17 34

Wskazowka:

I
1 sposob: |Q| = C13 g czyli |Q| =816. | 11 sposob:
. . . ct-cly | a)
a) Wylosowano dwie czarne kule i jedng bialg, zatem P(A)= - | X ¢
Gs | 18 is
b) Wylosowano dwie czarne kule i jedng biala lub trzy czarne. | 0 b N 0 X4
c2.cl L3 | ﬁAﬁ ﬁ/\ﬁ
ZatemP(B):78'12+ 8 |8b8907 9b71006
Cis 16/ \i6 EAE TéAfs E/\E
¢) Jesli zdarzenie C polega na wylosowaniu co najmniej jednej kuli v ¢ b ¢ b c b ¢
| P( A) = E . i . l +
czarnej, to zdarzenie C' polega na wylosowaniu trzech kul biatych. | 18 17 16
c3 5 | (8107 8 710
Zatem P(C'):??’ czyli P(C’):Q’ wigc P(C)=1-P(C"). , 18 17 16 18 17 16
18
15.45. a) 2 b) B
33 66

Wskazéwka: |Q| = C141.
a) |4 =C5 + Gy,

b) |B|=C§+C3-Cy.

_s6

1546. P(4)=__

Wskazéwka: |Q| = C?,. Przed losowaniem stosunek liczby kul biatych do czarnych byt rowny k; = % =2.

Po losowaniu w urnie pozostato 7 kul, wiec mozliwe sg dwa przypadki:

1° pig¢ bialych i dwie czarne, wtedy &, = %, wigc ky > 2.
2° s7e$¢ bialych i jedna czarna, wtedy k3 = % wige ky > 2. Zatem |4|=C3 -CF +C3 - C3.

1547. n=15.

Wskazowka:
Q= C2, 4. gdzie ne N\{0,1}, czyli |Q) :%(n +5)(n+6). |4 = C2, czyli |4| = %(n -1)n.
%(n—l)n

1721, stad m =-2, ny =15.
5(n+5)(n+6)

Poniewaz P(A)= %, wigc
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15.48. n=3.
Wskazéwka: |Q| = Ciy :170!, |4 =C¢ =L, gdzie ne N i ne(l;8). P(4)=1-P(4),
n!(10 —n)! n!(8—n)!
1 ] ! —n)!
czyli P(A):l—w. Z warunku zadania P(A)>l, czyli 1- 8t nt(10-n)! >l, wiec
&) 2 nS-n)l 1002

(10—n)! stad (8—n)!(9—n)(10—n)<l'

1
7<77
(8—n)19-10 "2 (8—n)!-90 2

15.49. ne {4, 5, 6}.

Wskazowka: |Q| = C,%, czyli |Q| = (n—Tl)n, gdzie n>4 oraz |A| = CZ, czyli |A| =06.

Zatem P(A)= >—— az warunku zadania P(A)>%.
n-—n

1550, P(A)=——.
1120

Wskazdwka: |Q] =81 Wsrod o§miu 0sob malzonkowie ida na czwartym i pigtym miejscu.
Pozostate trzy kobiety idg w dowolnym ustawieniu na trzech pierwszych miejscach, a pozostali trzej

mezcezyzni na trzech koficowych miejscach, tez w dowolnym ustawieniu. | 4| =3!-3!.
15.51. Par butéw moze by¢ co najwyzej 10.
Wskazowka: |Q| = sz,,, czyli |Q| = n(2n - 1), a |A| = C;,,

A| = n. Z warunkow zadania P(A4 >—1 , czyli 7>—1 .
n(2n-1) 21

15.52. 2) P(A) :%, b) P(4)=1, 0 P(A):% lub P(A):%.

1
3
Wskazéwka: b) 3P(A')-[P(A4)-2]=3[1-P(4)][P(4)-2]. Niech P(4)=1 i t&(0;1), wtedy

otrzymujemy rownanie rownowazne 3(1—¢)(r—2)+ 3% =0, stad —3¢> +97— 2% =0, wiec 4 = g, t) = %

Prawdopodobienstwo warunkowe

15.53. Wskazéwka: P(AIB):m i P(AnB)=1 oraz P(AIB)=1.
P(B) 4 5
15.54. 12
19

Wskazowka: |Q| = V220 =380. Przyjmij: A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej za drugim
razem, B — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarnej za pierwszym razem,
AN B — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarnej za pierwszym razem i biatej za drugim razem.

P(A4NB)

AN B|=10-10=100, [B|=10-19=190 i P(A|B)=
0B 3 ' P(al5) =T
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15.55. i
51

Wskazowka: |Q| = V522 =51-52. Przyjmij: A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa za drugim razem,
B — zdarzenie polegajace na wylosowaniu za pierwszym razem karty innej niz as. |A N B| =484,
P(ANnB
|B|=48-51 i P(4|B) =Q.
P(B)

4

15.56. —.
5
Wskazowka: Przyjmij: A — zdarzenie polegajace na tym, ze wybrany detal bedzie poddany dalszej obrobee,

B — zdarzenie polegajace na tym, ze wybrany detal jest I gatunku. |Q =1000, |4| =950, |B| =760,
|[BNA4|=760 i P(B|A)—P(£(2)A).

15.57. Wskazéwka: Zaloienie: P(A)=0,6, P(B)=0,8. Teza: P(A|B)=0,5.

Dowdd: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AAB) i P(AUB)<1,czyli 0,6+0,8— P(4~B)<1, skad

P(AmB)ZOA ,czyli P(4|B)20,5. cnw.

P(ANnB)>0,4 /:P(B).Zatem ———=
(4n5) (B). Zatem =535~ 2 08

26

15.58. —.
57
P3+Dps

Wskazowka: P(A | B) = .
2 R 2 A

15.59. > .
11
Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:

A — suma oczek jest wieksza od 8, B — co najmniej na jednej kostce wypadto 5 oczek,

(AN B) —suma oczek jest wigksza od 8 i co najmniej na jedenej kostce wypado 5 oczek.
|[AnB] .
P(4lB)= R gdzie [B=11 i [4nB|=5,bo B={(5,1),(5,2).(5,3).(5,4).(5.6),(15),(2,5),(3,5).

(4,5),(6,5)} .

AR B={(5,4).(5.5).(5.6).(4,9)(6.5)}.
11 1
15.60. a) R b) T

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
a) A — suma jest podzielna przez 3, B — pierwsza liczba jest liczba pierwsza,

(AN B) —suma jest podzielna przez 3 i pierwsza liczba jest liczba pierwsza,
_ |4 B

P(4lB)= T
dowolna liczba oraz 4N B ={(2,1),(2,4),(2,7),(3,6).(3,9),(5.1),(5,4),(5.7),(7.2),(7.5),(7.8)} -

, gdzie |B|=32, bo na pierwszym miejscu jest jedna z liczb 2, 3, 5, 7, a na drugim miejscu
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4
15.61. — .
17
P(ANB
Wskazowka: P (A|B ) = (P(B)) , gdzie AN B oznacza zakup niemieckich krakersow,

B — oznacza zakup niemieckich herbatnikow
15.62. a) 1 , b) E
6 81
Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:

A — pierwsza wylosowana kula jest biata, B — druga wylosowana kula jest biata.

Oblicz P(ANB), gdzie (AN B) — zdarzenie polegajace na wyborze za pierwszym razem kuli bialej i za

drugim razem kuli biate;j.

a) Losowanie bez zwracania

Z tredci zadania wynika, ze P(A) :g oraz P(A|B)= % .
4b i Sc 3bi5c
Sytuacja przed losowaniem pierwszej kuli Sytuacja po pierwszym losowaniu
P(AAB)=P(A)-P(B|A)=2.2 =1
98 6
b) Losowanie ze zwracaniem
4b i 5c 4b i Sc
Sytuacja przed losowaniem pierwszej kuli Sytuacja przed losowaniem drugiej kuli

P(A)= g oraz P(A|B) = g (wylosowana kula biata po pierwszym losowaniu ponownie wrocita do urny).

1

N

P(AnB)=P(A)-P(B|A)=—-

O |
o~

=]

1
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4 1
15.63. a) b) —. 0 —.
2 9 = 9 3
27 37 27 I losowanie
"= By Zymmmmmmm e Ny==mmmmmmmmmmmmees
pig o\ & 12 NS 12 o\ = 1 .
26, 26 26 26, 26 26 26, 26 26 osowanie

Wskazéwka: a) Oznacz zdarzenia: B; —kula biata w i-tym losowaniu, gdy i €{1,2}, Z; —kula zielona
w i-tym losowaniu, gdy i €{1,2}, N; - kula niebieska w i-tym losowaniu, gdy i {1, 2}.

. . 12 11
b) A oznacza zdarzenie, ze obie kule sa tego samego koloru P(A4)=—-—+ ER + 5.5 .
27 26 27 26 27 26

b) P(A) =L

15.64. a) .
120

wlro
Col—

losowanie
urny

losowanie

kuli

Wskazowka: a) Oznacz zdarzenia: B; —losowanie kuli z pierwszej urny, B, —losowanie kuli z drugiej
urny, 4 —wylosowanie kuli bialej. b) P(4)=P(A4|B;)-P(By)+P(4|B,)-P(B,) :§§+§%
15.65. Basia powinna wybrac¢ I sposob losowania.

Wskazowka: Oznacz zdarzenia:

Aj — wyciagnigcie co najmniej jednego losu wygrywajacego w losowaniu I sposobem;

Aj — wyciagnigcie co najmniej jednego losu wygrywajacego w losowaniu II sposobem.

LG
Zatem P(AI):# P(AH) 1 1 n 1 .99 99. 1

B

7100 100 100 100 100 100

I , . .
15.66. a) Wskazowka: a) Oznacz zdarzenia: A — wylosowanie
10 9 6 |
25 = 25 . ..
25 | tematu algebry, G —wylosowanie tematu z geometrii,
4 G R | . .
R — wylosowanie tematu z rachunku prawdopodobienstwa.
9/ INE W/ INe 10/ NS
23/ |5\ 23/ |3\ 3/ |\

| b) B — oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu

| tematu z algebry za drugim razem,

I 10 9 9 10 6 10 10

CP(B)m b=
25 24 25 24 25 24 25
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15.67. a) P(A)=%, b) P(B)=§.

Wskazowka:

a) Oznacz zdarzenia: C; — odlozenie po pierwszym losowaniu kuli bialej, C, — odtozenie po pierwszym

losowaniu kuli czarnej.

N o
5 4 2 3 2 5
Zatem P(Cy)=—=, P(Cy)=—, P(A|C|)=—%=—, P(A|Cy))=-~%=—.
(@)=3 P(C)= P(4]C)=r30= P(AICy)= o=
2 2
P(A)=P(4|C)-P(C)+P(4]C,)-P(Cy).
iy di
1)1) 16 1)\1) 15
b) P(B|C))=~~2~>2=— P(B|Cy)=~~Lrt=—,
) P(B|G) 3 % (B]G2) 2 28
2 2
15.68. Oba zdarzenia sa jednakowo prawdopodobne. s ,
4, 4 I losowanie
Wskazowka: A; — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biatej e pTE—
1
w i-tym losowaniu, gdy i {1, 2,3}. N\ 1 Illosowanic
B A’ ___________ Ay=mmmmm--
3 321 31 1 3 2 2 2
P(A4)==, P(43)==-=-— +=-=1+—=-1-1, li P(43)==.
( 1) 4 ( 3) 4 3 2 43 4 eyt ( 3) 4 % % 1 1 Il losowanie
A Ay 4 4
5
15.69. P(4)==.
8 55 33 )
8'8 %% 838 losowamg
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: 3.5 zum U, iU,
bb------- be-------- §--8-cb -------- cemmmmmme s
b —biata kula, ¢ — czarna kula. P(A)=E-1+E-l+£-l. | 1 1 1 1 4| losowanic
64 64 2 64 2 2 2 2 2 zumy Uy
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15.70. P(4)=>.
Wskazowka: W czwartej urnie moga by¢:
21 8
trzy kule biate (b, b, b) lub 125 54 36125
125 125

dwie kule biate i jedna czarna (b, b, ¢) lub (b, b, b) (b, b, ) (b, ¢, ) (¢, ¢, ¢)

jedna kula biata i dwie czarne (b, ¢, ¢) lub . ) 11 ) :
okl 3 303 3
rzy kule czarne (c, ¢, ¢). b b . b . .
333 27
Zatem P(b,b,b)==-=-=, czyli P(b,b,b)=—.
( )= 555 i P( ) 125
P(bbe)=3 32,323,233 py o 54
555 555 555 125
p(b,c,c)ZE.E.E+E.§.E+E.E E, czyli p(b’c’c)zi
555 555 555
222
P(c,c,c)==-=-=, czyli P(c,c,c)=—.
( )= 555 i P( ) 125

Stosujac regule iloczynow i regule sum otrzymasz: P(A4)= 27, 1+ o4 2 + 36 1

125 125 3 125 3

15.71. P(4)=0,79.

Wskazowka: Z warunkdéw zadania zdarzenie A

W | —
| W

to wybor soku pierwszego gatunku, wige zdarzenie A’

W | —

to wybor soku w gatunku innym niz pierwszy.

P(4)= 10,120,358 100 100 100 100
5100 5 100 5 100 100 100

15.72. P(4)=0,76.

Wskazowka: Zdarzenie A" oznacza zdarzenie, ze komar przezyje dwukrotne opylanie.

p(a)= S0, 40 40

100 100 100
w /N w0
100 100

100/\100
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15.73.2) P(A) :L, b) P(B)= 3 s 22
28 14 30 5/ 2\ 30
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia losow: g — gldéwna wygrana, 30 30
g p d s

p —nagroda pocieszenia, d — dalsze losowanie, s — pusty los.

1 22
P(A) 1 — 4+ = 2 1 +£ L i 29 S 1 29
3030 29 30 29 28 29/ 79
g p d s
P(B):P(A)+i+£ S,z 15
30 30 29 30 29 28 | "
8/ 3 23
15.74. k=10 lub k=11 >3 28
Wskazowka: Prawdopodobienstwo wyciagnigcia losowo kuli biatej (b) g p s

-k

. . . k . . . . 21
z kazdej z urn jest rowne BTk a zielonej (z) jest rowne

_ 72 72
P(4)= k21- k+21 ko k 2k +21k k =—ik2+£k gdy ke N*. Wartos¢ P(4) jest
21 21 21 21 441 441 441 21
najwicgksza, gdy & jest liczba rzeczywista 1 jest pierwsza wspotrzedng wierzchotka W paraboli, bedacej
_2
. 2 21
wykresem funkcji f(k)z—mk +—k czyli ky = 5 =10,5.
441 k 20—k
21
Poniewaz k€ N, wigc k; =10 lub k, =11, bo £(10)= f(11)
iliczby 101 11 sg najblizszymi liczbami naturalnymi R R ettt z---- %Eﬁﬁfﬂn}'
w stosunku do liczby 10,5, a wykres funkcji f i 2k k 2k
jest symetryczny wzgledem prostej k& =10,5. 21 21 21 21
losowanie
b Fomoeeees beooen 2 i iy

15.75. 2
15

Wskazowka: W wyniku losowania trzech kul z pierwszej urny mozliwe sg trzy zdarzenia:
B —wylosowano dwie kule biate,
B, — wylosowano kulg biafg i kulg czarng.

B; — wylosowano dwie kule czarne.

Zdarzeniem elementarnym jest kombinacja dwoch kul ze zbioru 10 kul, wige

\Q\:cfo_—lozg \7C47%:6,\32\26'4:24,\Bs\=C§=%=15,wiec
31| B, _ 8 B _15 _1

P(B, zfzf— —, P(By)="—=—=—.

(8) Q45 15° P(B)= Q 45 15 (B) Q 45 3
Oznacz przez A zdarzenie, ze w drugim losowaniu wylosujemy dwie kule biate.

2.2 1 3.1 3
P(A|B)=——=—, P(4|By)=—=—, =0.
(41B;) 52 2 (41B,) e 16 D(41B5)=0

Z wzoru na prawdopodobienstwo catkowite :

P(A)=P(A|B,)- P(B)+ P(A] By)-P(By)+ P(A| By)- P(By) = .3 4 2

12 3 8 1
—_—t -t — (=t —=—=—
415 16 15 4 30 30 30 15
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15.76. >
12

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia: C —na wycieczka pojedzie chlopiec;
. . 1
R —przy rzucie moneta wypadta reszka, wigc P(R)= 5

O - przy rzucie moneta wypadt orzel, wige P(O)= % R

C|O —na wycieczke pojedzie chtopiec pod warunkiem, ze przy rzucie monetg wypadt orzet (pojedzie

. . . . 1
chlopiec z klasy pierwszej), wigc P(C|0)= £ ,

C|R —na wycieczke pojedzie chtopiec pod warunkiem, ze przy rzucie moneta wypadta reszka (pojedzie

chlopiec z klasy drugie]), wige p(cm):;%. P(C):P(O)~P(C|0)+P(R)-P(C|R):%~%+%-£.

15.77.0.4.

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
A — za drugim razem wylosowano temat z epoki romantyzmu,
B, — za pierwszym razem wylosowano temat z epoki romantyzmu,
B, — za pierwszym razem wylosowano temat z epoki pozytywizmu,
B — za pierwszym razem wylosowano temat z epoki $redniowiecza.

10 9 9 10 6 10
P(4)=P(B,)-P(A|B))+P(By)-P(A| By)+ P(By)-P(A| By) =~ — 4 ——+ = = 0,4
(4) (1)(|1)(2)(|2)(3)(|3)252425242524

Jesli z tresci zadania wnioskujesz, ze pierwsze losowanie nie ma zadnego wplywu na wynik, zadanie mozesz

El

. : . . c
rozwiaza¢ wykorzystujac definicj¢ prawdopodobienstwa klasycznego: P(A4)= C—llo .
25
15.78. 287 .
300

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
A —kupiona lampa jest dobra,
. . . . 2
Z, — kupiona lampa zostata wyprodukowana przez pierwsza zmiang , wigc P(Z;)= 3

Z, — kupiona lampa zostata wyprodukowana przez druga zmiang , wige P(Z,)= é R

A|Z; — kupiona lampa jest dobra pod warunkiem, ze wyprodukowala ja pierwsza zmiana,

. 5 95
wigc P(A|Zl):1—@:@,

A|Z, — kupiona lampa jest dobra pod warunkiem, ze wyprodukowata jg druga zmiana,

3.9
100 100°

P(A4)=P(Z,)- P(A12)+ P(2,)- P(A] Zy) ==

iec P(4|Z,)=1- .
wigc P(A|Z,) 300
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15.79. 0,049.

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
A, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu towaru pochodzacego z I fabryki,
A, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu towaru pochodzacego z 11 fabryki,
A3 — zdarzenie polegajace na wylosowaniu towaru pochodzacego z importu,

B — zdarzenie polegajace na wylosowaniu braku.

P(4)=0,5, P(4,)=0,3, P(4)=0,2, P(B|A)=0,05, P(B|A;)=0,04, P(B|A;)=0,06,

P(B)=P(4))-P(B| 4)+P(4)-P(B| 4y)+P(4)-P(B| 4)=0,5-0,05+0,3-0,04+0,2-0,06 = 0,049 .

15.80. a) 0,0205, b) —.
Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:

G — wylosowanie gruszki zepsutej,
D, — wylosowanie gruszki od pierwszego dostawcy,

D, — wylosowanie gruszki od drugiego dostawcy,

D, — wylosowanie gruszki od trzeciego dostawcy. 0,8 015 0,05
a)
Dy D, D;
0,99/ \),01 0,95/ \0,05 09/ \0,1
G G G G G G

P(G')=P(IDy)-P(Dy)+P(G'|D, ) P(Dy)+ P(G D5 ) P(Ds) =

=0,01-0,8+0,05-0,15+0,05-0,1=0,0205 .

P(Dy)-P(G1Dy) g5.0,01 16
P G‘) T 00,0205 41°

b) P(D1|G'):
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15.81. a) 0,972, b) g .
Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:

A — wylosowana nakretka jest dobra,

A — wylosowana nakretka jest wadliwa,

M| —wylosowang nakretke wytworzyla pierwsza maszyna,

Ay Almy Ay, Almy
M, — wylosowang nakretke wytworzyta druga maszyna.
98 3 96 2
a) P(A)=P(A|M;)-P(M)+P(A|M,)-P(My)=—=+—-==0,972,
) P(A4)=P(A|M;)-P(M;)+P(4| M) (2)10051005

P(MzmA')iP(A'|M2)~P(M2)7 0,04% 0,016 4
P(A') - p(A') 120,972 0,028 7°

b) P(M,|4)=

15.82. 380 .

961
Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
D — wylosowana zarowka jest dobra,
Z, — zarowke wyprodukowat zaklad pierwszy,
Z, — zardbwke wyprodukowat zaktad drugi,
Z — zardwke wyprodukowat zaktad trzeci,

Z3| D —wylosowana zaréwka pochodzi z zaktadu trzeciego pod warunkiem, Ze jest dobra.

98 25 96 35 95 40
+ +

P(D)=P(D|Zl)'P(Zl)+P(D|Zz)'P(Zz)+P(D|Z3)'P(Z3)=m'm 100 100 100 100
wyznacz z wzoru: P(Z3 |D):P(iz;)D) :P(Dlizg)’)P(Zﬁ.

15.83. 2 .
103

Wskazowka: Przyjmij zdarzenia:
H| — wyb6r monety z orfami po obu stronach, 10 10
H, — wybor monety prawidtowej,

A — otrzymanie pi¢¢ razy orla.
3 31
"o 9% 1 0 32 32
NENRNEANTEY

10 32 10

[u—

P(H; [ 4)=
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Schemat Bernoulliego

_ 80
243°

13
15.84.2) P(4) b) P(B)=12.
Wskazowka: Zauwaz, ze mozna zastosowac schemat Bernoulliego, gdzie pojedyncza probg jest rzut

symetryczna kostka do gry, a prob tych jest n=5.

2 1 2 . 5 > 3 80
=—=— =1- =—, k:z, P(A)=P(k=2)= : : = .
a) p=2=3. ¢=l-p=3 wige P(4)= P ( )[sz =5
30 1
b =—=—; g=1-p=—; ke{0,1,2,3}.
) p=g=5ig=l-p=3 e{ }

5 5
P(k<3)=1-Py(k>3)=1-[P(k=4)+ By (k=5)]=1-| [ | p*-q+[ | p° ¢ |=1- 2= 1

4 5 16 16
15.85. Latwiej jest otrzyma¢ sume oczek rowna 17 w trzech rzutach kostka, niz co najmniej 9 ortow
w dziesigciu rzutach moneta.

Wskazowka:

A — zdarzenie otrzymania co najmniej dziewigciu orlow w dziesigciu rzutach moneta. Aby wyznaczy¢ P(A)

skorzystaj ze schematu Bernoulliego, w ktorym n=10; k=9, czyli k=9 lub k=10, p=gq =% .

e naeo (3 CY 0 5

B — zdarzenie polegajace na otrzymaniu w sumie 17 oczek w trzech rzutach kostka do gry.

3 1

B={(6,6,5),(6,5,6).(5.6,6)} . czyli |B|=3 i [ =F5=6"=216 wice PB)=516=72

1 11.3? 99 (5) 1 1 1.27 128

P(A):zTo:Togz =0 2 B)= =m0 2 S0 g2

wigc P(4)<P(B).

5 8
15.86. 1_(8) L kg =1,

1 5
Wskazowka: By (1 <k< 8) =1-K (k = 0) , gdzie n=8, p= 3 q= P

1 3
[(n + 1)p] = {(8 +1)- g} = {5} , wige ky=1. ( {%} =1, bo 1 jest czgscia catkowita liczby 1,5.)
, , . . 1 . 1 . 7
15.87. Wskazowka: ny =4 1 k=3 oraz ny =81 ky =5, p=g= 5 wige Py(k=3)= 7 i R(k=5) 25 .

15.88.2) B (k=8)~0,3, b) Ry (k>1)~0,99.
Wskazowka: p=0,8, ¢=0,2, n=10,

b) Ao(k21)=1-FRo(k=0).
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3 2
15.89. 10-(§J (1) .
15 15

Wskazowka: p=5, p=

8
15.90. 1- (ij .
13

Wskazowka: n=S8, p:%, q:%, R(0<k<7)=1-R(k=8).

15.91. Co najmniej 13 razy.

1 7
Wskazowka: p=—, g=—,
¢ P 8 4 8
0 n n
n\(1 7 7 7V 7YV
P,(1<k<n)=1-P,(k=0)=1- - = =1 = N il <
0 ( n) 0 ( ) (0)(8) [8) (8) oraz 1 (8) >0,8,czyh(8j <0,2,
skad n>12.
15.92. i
729
1 2
Wskazowka: n=7, k=6 lub k=17, p=§, q=§. P(6<k<T)=P(k=6)+P(k=T).
_4
1593, p= 2= Y11
2
Wskazéwka: P4(k21)=i,wie;c P4(k=0)=1—i:£.
16 16 16
4 4
Poniewaz Py (k=0)= (ijo (l—p)4 , wige (ijo (1—p)4 = % .




