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13. Planimetria — odpowiedzi i wskazowki

Twierdzenie Talesa i podobienstwo

13.1.a) x=4, b) x=21, ¢) x=200,
13.2. a) |OB| =8, b) |OB|=4,5.
13.3. x=24.
4 1
134.2) x=1-, b) y=3-.
) 5 ) ¥ 3
13.5. a) Tak, b) nie, ¢) tak.
13.6. 24 cm.
1 1
13.7. 19— cm lub 3= cm.
5 3
Wskazowka: Mozliwe sa dwa przypadki I przypadek II przypadek
x B84
/ RN ( 5\\)‘6 N
[
'\\ 0, /
\, /
\\ ///

13.8. 9=b.
2

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

Zauwaz, ze |KN| =§ i|LN| =§ jako odcinki faczace $rodki bokow

trojkatow ABC i DBC oraz |KL|=|KN|~|LN]. ¢
3 5.

13.9. P=—a"sina.
25

Wskazéwka: Z warunkow zadania |DF| = |BE| = %a.

|SK] =2|SC| =zacosg, |FK]| =§|DS| —3asin®.
5 5 2 5 5 2

P =|SK|-|FK|, wigc P=£a2 sinZcosZ.
25 2
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13.10. AB: 1214. AC: 18 1i6.

Wskazowka: |AD| = |DC| + |BC| + |EB|, wiec 16— y+24—t=1+20+y,

20 16
16—

skad 1=10—y 2016 20 x ~ i ¥ 7
x 16—y 24 24—t 20 x

24 144y

13.11. Wskazowka: Zauwaz, ze: B

13.12.2) x=4, b) x=8, ¢) x=1,6.

Wskazowka: Zauwaz, ze:

a) x2=2-8, b) x> =416, ) 42=x-10.
13.13. V2 +1.
C
Wskazowka: Zauwaz, ze pole trojkata DEC jest rowne polu P,
o )/ A E
trapezu ABED. Poniewaz DE ||AB, to trojkaty ABC 1 DEC sa podobne (kkk). P,
A B
. : .. Papec 1 . L 1 :
Z tresci zadania wynika, ze =—, czyli skala podobienstwa k=—. AABC ~ADEC, wigc
FPrape 2 V2
[DC| 1 . |AC|
—— =—, czyli |DC|="—.
ac) ~ vz A IPA="g
. lac| . |pc|
Poniewaz |AD|=|AC|-2, to = —— =2 +1.
[4B1=J4C] V27 4D V2-1
13.14. |0B| =15, |0C| =46, |CD|=26. D
C
Wskazowka: Trojkaty ACO i BDO sa podobne (kkk). 5 3
_|o4] |o4)+5
|OB|:|OA|+2+3,gdZ16 T:T o Py 5 B
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lo4] _|4C|

13.15. Wskazowka: Przyjmij, ze b>a>0 i |0A| =x.Poniewaz — = , gdzie |OB| =x+a+b,czyli
|OB| |BD|
x a . a(a+b)
=—,wigc x=—-—.
x+a+b b b-a
a) Trojkat ACO jest prostokatny, sino :g, wigc sina = —a,
X b+a
2 2
b) |0C| =/|04* ~|AC[* , wige |OC| = "(Lbz)faz , zatem
(b-a)
0C|=—— (b +a) —(b—a)* =2 Jab.
b-a b-a
13.16. Wskazowka: Mozliwe sa dwa przypadki.
10 Zauwaz, 7¢ AC|BD
. .
e/
13.17.b) P=12.

Wskazowka: ACDB~ ACDE (kKk). @ = @, stad |CD|2 = |CE |-|CB|.
|CB| |cD|
ClcEl 16 . o . E
Z warunku zadania —— =—, wigc mozna przyjaé, ze |CE|=16x i |[EB|=9x,
i LN LN,

gdzie x>0, stad |CB|=|CE|+|EB, czyli |CB|=25x.

Zatem |CD|2 =16x-25x, czyli 16 = 16~25x2, wigc x :é,

13.18. Wskazowka: Sprawdz, ze AOAD = AOCB (bkb), AABS =ACDS (kbk)i AOBS =A0ODS (bkb).
13.19.b) o =36°.

13.20. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie |AB| = 3|CD| S >

oraz |KL|:%|DC| i |MN|:%|DC| (z twierdzenia Talesa). Poniewaz KN jest L Mo

odcinkiem faczacym $rodki ramion trapezu, wige KN|AB|CD i |KN|=

|DC|_2|_|AB| =2|DC|,

|LM]|=|KN|~ (|KL| +|MN]). stad |LM|=|DC|. Zatem |KZ|:|LM|:|MN] = %|DC| :Ipc] :%|DC| 12211,
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13.21. Wskazowka: Mozliwe sg trzy przypadki.

1° AACP=ABDP,

2° |« ABC| =]« ADC]| jako katy wpisane oparte na tym samym tuku, |« APD|=|« CPB| jako katy

wierzchotkowe.

3° Jezeli |<r PBD| =a,to |<): ABD| =180°—a, wigc |<): ACD| =a (bo suma katow przeciwlegtych czworo-
kata wpisanego w okrag jest rowna 180°).

Analogicznie wykazujemy, ze |« BDP|=|<« BAC|.

13.22. Wskazowka: Okrag opisany na pigciokacie foremnym ABCDE jest takze okregiem opisanym np. na
czworokacie EBCD. Zatem czworokat EBCD jest trapezem rownoramiennym o ramionach dtugosci a 1 krot-
szej podstawie tez dlugosci a. b) Poniewaz AC|EDi EB||DC, wigc czworokat EFCD jest rombem. Zatem

|FC|=|DC|=a. c¢)Korzystajgc z tego, ze trojkaty rownoramienne CEF i ABF sg podobne, otrzymujemy

EC| |FC

proporcje u = u, czyli d = , gdzie d >a >0, stad otrzymujemy rownanie kwadratowe
|4B| |F4| a d-a

d*—ad-a* =0, ktorego wyroznik A jest rowny 54%. Zatem dy = a +;\/§ idy,= a 7;\/5.

13.23. Wskazowka: Wystarczy uzasadnié, ze trojkat AKS jest rownoramienny.

Zauwaz, ze |<): AKC | = |<}: ABC | = [ (katy wpisane oparte na tym samym tuku).
|« AEC| :180"—(0: +%j , Wige |« ASE|=180°— |« AEC]| :%+% .

W trojkacie ABC: o+ 3 +y =180° oraz

w trojkacie AKC: %+a +w+ B =180°, wigc w:% .
Zatem |<}: ASE| = |<I SAK| = % +% , czyli trojkat AKS jest
rownoramienny i |K4| =|KS| . Analogicznie dowodzimy,

gdy trojkat jest ostrokatny lub prostokatny.
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13.24. tgo = 4-

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku a<b.

b—a

C

i

=tga, wiec a=b-tga i c=2(b-a). Z twierdzenia Pitagorasa:

4-7 447 .
3 3

Iub tga = ia<p,bo a<b.

N | —
> | Q

(b-tga)* +b> =4(b—btga)*, skad tgo =

13.25. cosf =2 —1. ¢

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

W AABM : |AM|=|4B|-sin . w ACKB: |CK|=%-|AB|-tgﬁ.

M
Z tresci warunkow zadania: |AB|2 = L |AB| -tg -|AB| -sin f3, skad A
2 4 I B
tgf-sinf=2 < coszﬁ+2cosﬁ—l=0.
13.26. a) rzﬁ, b) Rzﬁ, ¢) = lub é
5 15 2
1327. R=2V2(1+3).
a-tgp 3
13.28.2) x= . b) Pegrar =3-=+3.
) Trtap ) Fekim >
Twierdzenie sinusow i twierdzenie cosinusow
13.29. y =104 km.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.
Z twierdzenia cosinusow y = \/1202 +562-2.120-56-cosq -
13.30. o e(f; n'j.
2
Wskazowka: Oznacz boki trojkata 2x, 3x, 4x, gdzie x>0 .
Oblicz kat a, ktory lezy na przeciw boku 4x.
2 2 162
(4x)2 :(2x)2 +(3x)2 —2-2x-3x-cosa, skad cosa :4x+192x—216x’ czyli cosa :—i.
X
13.31. P=9\3, d=343. D c
Wskazéwka: Przyjmij |DB|=d, |AC|= 3J7, |4B|=a=b+3,
A B

|BC|=b. Z twierdzenia cosinusow otrzymasz réwnanie b? +3b—18=0, gdzie

b>0,skad b=3, wigc a=6.
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13.32. siny =0,8.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie O
jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC o promieniu R=5x i x>0.

W AADO : R?>=2? +(3x)2, stad x = % Zatem R = %, a z twierdzenia

=2

L 5
SinusOwW — =
siny 2

13.33.112.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. Z twierdzenia
x 2 ; 3-x 4
sina sinfi sina sin(180°—ﬁ)’

gdzie x €(0;3). Dzielac otrzymane rownosci stronami otrzymasz rownanie

sinusow dla tréjkatow ADC 1 BDC:

X

—zg,skqd x=1.
3—-x 4

13.34. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

Z warunkow zadania: a =m+ n. Z twierdzenia sinuséw dla A ABD

m c n b
oraz AADC: —— =— oraz —— =— .
sina.  sin[180°—(a - B)] sina  sin(a - )
. . . . m_c
Dzielac otrzymane rownosci stronami otrzymasz: — = ;
n
... m_c . ac . ab
Poniewaz —=— 1 m+n=a, stad m= in= . cnw.
n b b+c b+c

13.35. a=4, b=5, c=6.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, oraz a =n,

b=n+l, c=n+2 (neN")i y =2a, gdy ae(O;%).

n+2 . n+2
= , Wigc cosa = .

Z twierdzenia sinusow: —— = —
sina  sin2o n

Z twierdzenia cosinusow n’ =(n+1)2 +(n+2)2 72(n+1)(n+2)~nzj, wiee n> —3n-4=0.
n

33 B
13.36. |4B|=2+/21, |BC|=9, |CD| ==
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
Z twierdzenia sinusow: 1° — I \/§ ,skad x-sina = é y
sin60° sino 2
3x  V16x% -3 J21
2° - = Skqd X=—". 30°
sin30° sino 2 =
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, . L, b a sina
13.37. Wskazowka: Z twierdzenia sinusow: —— =——,skad —=——.
sina  sinf3 b sinf
a+b a sino sino +sin
=Z41=2"141= . . cnw.
b b sin 3 sin 3

13.38. 90°, 60°, 30°.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
AADB=AADE, wige |« ABD|=|«x ADE|=90°—q i |BD|=|ED|=x, skad

|CE|:2x i |<r AEC|:9()°+a oraz |<I C|:9O°—2aA

WAADC: b=— i z twierdzenia sinusow w A AEC: — b = 2x ,
sin2a sin(90°+a) sina
3x
wigc — sinda __ -2x , skad cos’a :é, czyli cosa :ﬁ. Zatem o =30° lub a =150° 1 3a <180°.
sin(90°+a) sina 4 2

13.39. Py 4pc =2/10010.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na
rysunku, gdzie |<r CKB| =o, skad |<}: AKB| =180°-a.

Z twierdzenia cosinusow dla AABK i ABCK:

272 = x? 127 —S4x-cosa S 292 = x2 +27% + 54x-cosa.

Dodajac obie roéwnosci stronami otrzymujemy x> =56. Z twierdzenia Pitagorasa dla ABDC': h? =715.

13.40. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
Zauwaz, ze |<}: CBA| = |< CDA| =a. AB L CD, wigc |<): BAD| = |<}: BCA| = % —-a.

. . AC .
Z twierdzenia sinusow: u =2R 1
sina

|BD| =2R, skad |AC| =2Rsina

. (7
sin| ——a
2

i |BD|=2Rcosa . Zatem |AC|2 + |BD|2 =4R? .sin® @ + 4R?* -cos® o = 4R? (sin2 a +cos? a).

13.41. a) sina:@, sinﬁ:\/ﬁ, b)ﬁzl,
14 7 R,
2|CB
Wskazdwka: a) Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. |CD|= 2lcs| = %a , |DB|= %a,

b) Niech: R — promien okrggu opisanego na A ACD, R, —promien okrggu

opisanego na A ADB. Z twierdzenia sinusow dla trojkatow ACD i ADB:

2R, = !ADl 1 2Ry = !ADl , skad wniosek, ze R; =R,.
1 o 2 ° 1 2
sin 60 sin 60
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P
13.42. “A4BC _ gsina sin B -sin(a + B).
Proas ™
Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. y =180°—(a + )
z twierdzenia sinusow: —— =2R i ‘b =2R.
sina sin 3

Py 4pc :%a~b~sin7/:%a-bsin(a +ﬁ):2stina-sin,B~sin(a+ﬁ).

13.43.3:5:7. c
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. a+2r

Z twierdzenia cosinusow otrzymasz rownanie ﬂ a

(a+2r)2=a2+(a+r)2—2a-(a+r)-c0s120°, skad 4 at+r B

2a2—ar—3r2=0,gdzie a>0ir>0iA=2572.

Zatem a+r=ér i a+2r=zr.
2 2

13.44. a) cosa:ﬂ, b) P:@, ¢) d=+2.
12 2
Wskazowka: a) Przyjmij oznaczenia, Q
jak na rysunku, gdzie a=|BC|=+/3, b=|AC|=3, c=|4B|=4 i |« BAC|=a. a b
2,2 2
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC: cosa = u, skad cosa = E B A v
2bc 12 2 D 2

b) P:%-b-asina,gdzie sina =v1-cos’a .
¢

2
¢) Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ADC: d = \/(2) +b%—c-b-cosa.

, o N . N 83
13.45. Wskazowka: Zastosuj dwukrotnie twierdzenie cosinusow i oblicz dlugosci: ramienia trojkata (SJ

oraz §rodkowej AD.

b?+c? —a? 242 -p? . b .
13.46. Wskazowka: cosa = #, cosf = axe v (z tw. cosinusOw) oraz a__ —, wiec
2bc 2ac cosa cospf
2ab 2ab
5 azc =" a2c 2,skqd b =d>.
b"+c"—a” a +c"-b
. o b i
13.47. Wskazowka: Z twierdzenia sinusow: 'a =——,skad 2 s?na.
singg  sinf3 b sinf
2,42 2

. . L +b°—

Z twierdzenia cosinusow ¢ = a® +b% —2ab - cos y, skad 2cosy = %.
a

2,42 2
Zatem %:%, skad b2 :02, czyli a=b. cnw.
a
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13.48. c=va? +b% —ab\3 lub c=a® +b% +ab\3 .

Wskazowka: P\, = %ab-siny = iab, skad siny :% ,wiec ¥ =30° lub y =150°.

Z twierdzenia cosinusow oblicz dtugos¢ trzeciego boku c.

13.49. x= % b c
b
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie a >b >0, p @

2

AC

wigc 251, Z warunkow zadania : L =x i 7| |2 :—19.
b b |BD| 7

Skorzystaj z twierdzenia cosinuséw dla AACD 1 AABC,:

2 ab(g+é+lj ! 1
l4CP b2 vab \b a ) T

19 . a
SR 5 = )lc = gdzie ng.
|BD["  a" +b" —ab ab(g+——lj x+—-1
b a x
13.50.d=¥.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku,

gdzie |OE|=d, |CB|=a, |AC|=b, |4B|=c. Z warunkéw zadania:

b+c=261 40\/_:%b~c-sin60°,stqd b=10 i c=16.

Z twierdzenia cosinuséw: a® =10 +16% —2-10-16-cos 60°, stad a=14.

Z twierdzenia sinusow: — 1200 =2R,stad R= # |« BOC|=2"|<«t BAC|=120°. W tréjkacie prostokat-
sin

nym COE mamy cos60° = %
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1351, 251 g 1y 351
4 4
L . . . . o R3
Wskazowka: o — kat lezacy naprzeciw boku trojkata, ktory ma dlugosé R , wtedy —— =2R,
sina

skad sino :?, wigc a =60° lub a =120°. Zatem mozliwe sg dwa przypadki.

Z twierdzenia cosinusow:

2 5 (1. 1
(RV3) =b +(5R) —2~b-5R-cos6O°

2 2 1 2 1
(RV3)" =b +(ER) —2-b-5R~cos120°

13.52. ) |CD|=2, b) R =2R,.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

a) |AB|=\3% + 6> —2-3-6-c0s120° = 3/7 .

Z twierdzenia o dwusiecznej :ggl = Egll, :;gl = g =2, skad

337 -|BD|
|BD|

=2, wigc |BD| =/7.

Z tw. cosinuséw dla A DBC'i A ACD: (N7 )2 =32 +|CD* ~2-3-|CD|- c0s60°, skad |CD|=2 lub |CD|=1,

oraz (247 )2 =6 +|CD|* ~2-6-|CD|-cos60°, skad |CD|=2 lub |CD|=4.
_l4cl-|45]:|pq|

ioblicz R;.
4R,

b) Skorzystaj z wzoru na pole A ADC: Py = % -|[AC|-|CD|-sin60° i P,

Postepuj analogicznie dla A DBC'i oblicz R,.
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19V17

13.53.2a) L =48, b) cos(<« CBF)= 5 b c

Wskazowka: a) Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

6 |F
1 (Percp =36).

PACFB =%-6-x=36, Sk@d x=12. PABFE =

NS
o

wiec h=3.

b) Z twierdzenia cosinusow dla ACFB oblicz cosa .

Katy w okregu i zwigzki miarowe miedzy odcinkami
stycznych

13.54. Wskazéwka: |« DAB|=|« ADC|=45°, wigc [AC|=[BD].

13.55. 40°, 70°, 70°.
Wskazowka: (SJ_OA) i |<}: AOC|=140° oraz |OA|=|OC| .

13.56. Wskazowka: Zauwaz, ze |<): EF G| = |<): ABC] | (ramiona katow EFG 1 ABC zawarte sag w prostych

réwnoleglych). Jezeli katy wpisane maja rowne miary, to sg one oparte na cigciwach te samej dtugosci.

13.57. Wskazowka: A ASB jest prostokatny i rownoramienny,

gdzie |4S|=|SB| oraz tuki 4S i SB majg réwne dhugosci.

e X ACS jest oparty na tuku AS.

e X SCB jest oparty na tuku :92?,

ktore maj rowne dhugosci, wige ||« ACS||=|«<SCB|=a . cnw.

E

13.58. Wskazowka: Zauwaz, ze odcinek AM jest srednica okregu opisanego na czworokacie ANMC,
a odcinek MN jest cieciwg tego okregu, na ktorej oparte sg katy wpisane NAM i NCM.

13.59. Wskazowka: Przez punkt C prowadzi srednicg CF.
Zauwaz, ze |« ABC|=|« AFC|= B, jako katy ostre wpisane

oparte na tej samej cigciwie AC. (1uku ﬁ)

Zatem |« AFC|=90°~f i |« DCB|=90°~f..
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13.60. a) 67, b) 36, ¢) 4r. A 30°
Wskazowka: a) Po obliczeniu miary kata srodkowego, oblicz dtugos¢ okrggu. 0
W tréjkacie AOB z twierdzenia cosinuséw oblicz R, gdzie |« AOB|=60°. ‘
A ‘ ’ f
3
13.61. a) 247 , b) 7. B
Wskazowha: a) |« AOB|=120°, b) |« COB|=120°.
h h I+h l+h I+h _l+h .
13.62. Wskazowka: —= ,skad x=—- —_—= ,skad x= s —=——gad
skazéwka . tga , ska tea oraz . tg2e , skad x 220 wiec o gdzie
tg2a = 2iga , skad tg2a :M.
1-tg“a X
2h 2 2
Ty h+1 h h I-h > h+l .,
Zat X e o 2h=(h+l)|1-| | ||| =— X =—h",
T s ( ){ (xj } (xj h+l I—h
2
x

Czworokat wpisany w okrag i czworokat opisany na okregu.

13.63. a) 30°, 30°, 150°, 150°, b) 90°, 80°, 90°, 100°.

13.64. 2) 4, b) 5%, ¢) 3r.

Sumy przeciwlegtych bokow sa rozne.

Wskazowka:
a) b) )
p_2 F1lc R D;H*’C
[2 r| 3 ﬂ y
4 0 | ofE s o 1"
N 1% I
A“2 —p A“r ' A:“r B

b) Pole tréjkata prostokatnego BCO jest rowne %~5 -1 oraz rowne %, wige %r =6.

¢) W trojkacie prostokatnym COB: ¥ = %r -y, skad y=2r,wigc x=r+2r.

13.65. a) 11, b) 12.

Wskazowka: Sumy dtugosci przeciwlegtych bokow sa rowne.
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13.66. PAABCD = 57,6

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

ACSB —prostokatny, bo a + 8 =180°, wigc %4— g =90°.

Zatem |« CSB|=90°, ¢ =|BC|=445.

1 1 85 . 1635
P, =—r-ciP =—4.8,skad r=——1 h=2r=——-.
ACSB ) ACSB ) q 5 5
13.67. L= %R (sina +1).
sina

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. 2R =tgo, skad
X

x:Z—R, 2—R:sina,ske}d y=.2—R. 2R+ y=2b+x,skad
tga  y sino
b:M:L(sina +1-cosa)
2 sino
i a=——(sina+1+cosa).
sina

13.68. & =f(3+\/§).
ho3

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

X b v
d+c=2b+x+y, gdzie y=/3-h, x:?h, c=2hi d:%h.

13.69. Wskazowka: Nalezy wykazaé, ze 4% = ab, gdzie r to promien okrggu
y

2
wpisanego w trapez, a i b to dtugosci podstaw trapezu. 4 L A B

a-b E
2
13.70. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. » =0, wigc boki czworokata a A\
ay
majg dlugosci a)=a, ay=a+r, ag=a+2r, ag=a+3r. ( ’
Z wlasnosci czworokata opisanego na okregu a; + az = a, + ay, skad r =0, wigc 42 ‘
a3

ay=apy =daz =day. C.nW.
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13.71. y :%x+2%, Pypcp =10(~5+1).

Wskazowka: O$ symetrii jest prosta prostopadta do prostej

o réwnaniu 2x+ y =0, ktdra przechodzi przez $rodek okregu S =(3,4),

co wynika z rownania okregu zapisanego w postaci (x— 3)2 +(y- 4)2 =25

o promieniu r=5. h:%:%:zﬁ, |CD|=2-a=2\/§.
13.72. a =%
6
Wskazdwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie |« MAB|=«, |04 =|0B|=r. D
M
W czworokat wypukty OBMK mozna wpisa¢ okrag, gdy ® |OB| + |KM | = |OK | + |MB| . p \
ju T A B
|« AMB|= 5 (kat wpisany oparty na $rednicy), wiec o € (O; 5]
W AAMB: |MB|=2rsina, |[AM|=2rcosa. W AAOK: |OK|=rtga, |AK]|=— c

cosa

Zatem |KM|=|AM|-|4K|=2rcosa — . Podstawiajac powyzsze zwigzki do réwnosci ® otrzymasz:
cosa

r+2rcoso —

=rtga+2rsina, skad cosa +cos2a =sina +sin2a .
coso

Rozwiazujac rownanie trygonometryczne, otrzymasz odpowiedz.

13.73. Wskazéwka: Zauwaz, ze |< AMD|=|< BMA|=|« BMC|=45° (katy wpisane, b M -
ktorym odpowiada kat srodkowy o mierze 90°). W trojkatach prostokatnych DBM x !
/ x0
iACM : |DM[? +|MB]* = (2RY* i |MC|* +|AM[ = (2R)*. P
A B

13.74. a) 80°, 120°, 40°, 120°,
b) w czworokat mozna wpisac okrag, bo |<1: DMB| = % ,ale nie mozna na nim opisa¢ okregu.

Wskazowka: Czworokat jest deltoidem.

13.75.a) P=16rm, b) 4,8, 16, 12.

. L .
Wskazowka: a) Skorzystaj z wzoru P = %, gdzie L to obwod czworokata,

7 — to promien okrggu wpisanego w czworokat.
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43 V3

13.76. a) a:??’r, dy=4r, d, :4Tr, b) V3

£

d 3
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie

|KL|=|LM|=|MN|=|NK|=a, |AB|=|DC|=c i |AD|=|BC|=d,, |KM|=d,,

INL|=d, i dy>d,, |CA=h=2r. K

a) Zauwaz, ze czworokat ABCD jest prostokatem i jego boki sa rownolegte do przekatnych rombu KLMN.
|<): OKL| = |<r DAC |, jako katy o ramionach odpowiednio prostopadtych,

wigc trojkaty prostokatne OKL i DAC sa podobne.

R _4PaokL Prokr 4

R 8 .
B =4Pyok i Py =2Pypyc Oraz ===, wigc —L = , zatem .
B3 B 2Pypsc Papac 3

: . . . 4 2 . |KI|] 2¥3 _a 243
Whiosek: trojkaty OKL i DAC sa podobne w skali k rowne \/i:—, wiec —— =——, czyli _—.
ey ap S ERN R 'Te B A

Po h =sin2a, gdzie a € (0; %), wige sin2a = ?, zatem 2o = 60°.
a

1377.0) B8 /< /
P a

Wskazowka: a) 2asinl5°, a, 2acos 15° —to trzy kolejne wyrazy &
N
. . d, . d
ciggu geometrycznego, poniewaz 2L —sin15°, =2 =cos15°. a——
2a 2a
13.78. P=54".

Wskazowka: Trapez wpisany w okrag jest rOwnoramienny, a w trapezie opisanym na okregu suma dtugosci

ramion jest rowna sumie dlugosci podstaw.

13.79. p= ?/ﬁ cm?.

C
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. Z warunku zadania: //_\\
thy i
3 : 5

1° a+ b =38, wigc dlugos¢ odcinka taczacego $rodki ramion jest rowna / /
hy

atb =4 (bo w trapez mozna wpisac¢ okrag) oraz hy =h, =r, bo

h=|DF|=2r i Mo,
hy

a+b
b+2
—=r 3b+a 5

2 . =— a="7

g0 |7, WigC (3a+b 11, skad

a+b =

a+ a+b=8
2
-r

2

a+b=8

n?+(6-x)* =25

W trojkatach prostokatnych AFD i CEB:
h*+x*=9
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13.80. 40°, 70°, 140°, 110°.
Wskazowka: Czworokat OBCD jest deltoidem, bo

prosta OC jest dwusieczng kata BCD.

13.81. Wskazowka: Wystarczy wykazaé,

ze sumy dtugosci przeciwleglych ‘

bokow sa rowne. “'

13.82. Wskazowka: Odcinki styczne sa rownej dtugosci oraz

sumy bokow przeciwleglych sa rowne.

13.83. Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
Wyznacz miary katoéw ABC i BCD w zaleznosci od srodkowego kata «

i wykaz, ze |« DAB|=|« CDA|.

13.84. r=§; R:E_
2 3

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku oraz
|4B|=a, |DC|=b, |AD|=|BC|=c, |DB|=d = 5em, |DE|=h, |DO,| =R,

a+b
2

a—
2

|AE | = b, |EB| = . Trapez jest opisany na okregu o promieniu 7,

wigc h=2r i a+b=2c. Stad c=a—;_b=4.

2
Z twierdzenia Pitagorasa: h:,/dz—(a;bj =3 = r:%.

Zauwaz, ze |« DO,B|=2|< DAB| =20 (z twierdzenia o kgcie $rodkowym i wpisanym, opartym na tym

W AAED: sina =

samym tuku). W AO, MB : % =sina, skad R=

o | >

3 . 10
- —,wigc R=—.
2sina 4 3
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D
13.85. a) cosa:—g, b) sin(n—a):g, ¢) Pypep =246. !
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. ) ‘
Z wlasnosci czworokgta wpisanego w okrag |« CDA|=7 —a. v
B C

Z twierdzenia cosinusow dla A ABC: p2 =12422-2-1-2cosa oraz

. . 5
AACD: p2 :32+42—2~3~4cos(7r—a). Z rownosci 5—4cosa =25+ 24cosa obliczamy coso =—;.

sin(z —a) =sina, gdzie 90° <a <180°, wige sina = /l—i—g.

1 . 1 .
PABCD :PAABC +PAACD =5~1~251na +5-3~4sm(ﬂ:—a).

1893 c
13.86.L:14x/§+3\/ﬁ,P:T. D
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

Zauwaz, ze trojkat ABC jest trojkatem rownobocznym (bo |« ABC|=180°-120°
A B
i |« CAB|=|« ACB)). Okrag opisany na czworokacie ABCD jest rowniez okrggiem v

opisanym na trojkacie rownobocznym ABC, wiec bok tego trojkata ma dhugosé rowna 7+/3.

|<r ACB| =60°, wigc |<}: ADB| =60° (jako katy wpisane oparte na tym samym luku).

1 3 o
Paipp 2 3 |AD| . |DB| -sin 60
U wynika, ze : =2, skad |4D|=2|DC|. Stosujac twierdzenie
Faep E-|DC|-|DB|-sin 60°

Z warunku

cosinuséw do A ACD otrzymujemy réwnanie (7\/5)2 = |AD|2 +|DC|2 —2:|4D|-|DC]-c0s120°, skad

|DC|= J21, zatem |4D|= 24/21.
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137,189 21 63 63384 216 288 288
22 2 2 7 7 7 7

Wskazowka: Zauwaz, ze istniejag dwa przypadki opisania

trapezu ABCD na okrggu. Przyjmij oznaczenia jak na rysunkach, gdzie

|AF|=x, |FG|=z, |GB|=y iwtedy |AB|=x+z+ y. Wysokos¢ trapezu

h=h +h,, gdzie hj —wysokos¢ ADOC,

hy —wysoko$¢ AAOB. |DF|=|CG|=h=2R.

Trapez ABCD jest opisany na okregu, wigc jego wysokos¢ #=2R, gdzie

R — dtugosé promienia okregu oraz |AB|+|DC|=|4D|+|BC|.
Zatem |AB|+|DC| =28, (bo |AD| =15, |BC| =13), x+y+z+z=28,wigc x+y+2z=28.

AB|+|DC|
Pigep = % -h, a z warunkoéw zadania P p-p =168, wigc h=12.

1° Stosujac twierdzenie Pitagorasa w trojkatach prostokatnych: A AFD: x2=15%-12%2 = 81, skad x=9,

ABGC: y2:132—122=25,ska,dy:5. Poniewaz x+y+2z=28,wigc z=7.

Z podobienstwa trojkatow DCO i ABO wynika, ze Z—l = % = %, stad by =3 1 hy =9. Przekatne trapezu
2
AB|-h . DC|-h .
dziela go na cztery trojkaty, ktorych pola: Py 4po = [4B]: 1y _29 @; Py\pco = Ay _13 2;
2 2 2 2 2 2
21-12 189 63 7-12 21 63
P, =P -P, =——=—; P, =P, -P =——-—=—.
ABCO AABC AABO P P ) AADO ADCA ADCO ) ) )
384 216 288

2° Postepujac podobnie jak w przypadku 1°, otrzymamy: Py 40 = 7; Pypco = 7; Prpco = -

9+63
5
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

13.88. P=

. . . .
Z twierdzenia cosinusow dla A ACD : cosa = ~2 wigc a =120°.

Zatem P =180°—-120°=60°, czyli AABC jest rownoboczny.

1 .
Zauwaz, ze Pypcp = Pacpa+ Paspc , gdzie Pacpa = 5'2\5’(3 —\/5)'51111200 ,

(3v2) 3

AABC — 4 .
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13.89. Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku , gdzie |AB|=a
|DC|=b , |4AD|=|BC|=c . Zauwaz, ze:

/
° 2c+a+b=11i2c=a+b,skad C=Z.
/
° |EB| b ~—— , wiec |4E|= c=7-
2 [ 2
° (ij +(2r)2:d2,skqd r:M..
4 8
° P, ! a2r=ariP acd wige ar acd ic ! i 716612_12
= — .- = = s = =—, = .
AABC ) AABC 4R & 4R 4 3
[c2_12 a ! d
16d -1 4 d-l
Zatem a- = ,skad R=————. cnw.
8 4R 2V16d? - 12
5
13.90. k=¥ lub k=§

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. Zauwaz, ze:

e SBiSC sa dwusiecznymi odpowiednio katow ABC i BCD, czyli

,20+2B=180° skad a+ B =90°, wige |« BSC|=90°.

e ABPS~ABSC (kkk) (trojkaty BPSiBSC sa prostokatne o katach: a, 8,90° .

o |CG|=4, wigc |GB|=V5* 47 =3. D 2 FxC

wigc x=1.

o |AB|+|DC|=|AD|+|BC|, czyli (2+x+3)+(2+x)=4+5, /Sz S5—x

A. PXG B
2
. o |sB| 42 +(1+3) 25 ke [BC] 5 5

|BC| 5 5 ISB| 25 2
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13.91. S =(-4, —3) i$=(6,7).
Wskazowka: Zauwaz, ze:

o S=(x,x+1)i dek.

o |4S8]>5 czyli \/(x—1)2+(x+1—2)2>\/§,skqd
Jio Jio
xe —00;2—7 ] 2+T;+OO .

o |4B|=|AC|=m ,wigc Pigcs =2%-m-\/§

i Pygsc =15, skad m=3+/5.
° |AS|=,Im2+(\/§)2 , czyli |AS|=5\/§.
o (x—1)2+(x+1-2)*=50,skad x=—4, x=6.

o S =(-4,-3), $,=(6,7).

Zadania optymalizacyjne z elementami rachunku
rézniczkowego z planimetrii

2 2
13.92. Suma dhugosci drog jest rtowna L(x)=4a+x+4 (%j +(a 5 x) i xe{0;a).

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. Z warunkow zadania: D

PQ||BC, POL AB oraz |AE|:|EB|:%'
a—x aY (a-x)
Zawwaz, 7e |PE|= "~ i skad |PB|=[EB? ~(PE)’ = (5) +( = )

13.93. 90°, 90°, 90°, 90°.

a
0

a X P a
I
I
E

Wskazowka: Oznacz |« DAE|=a, gdzie o €(0;7) i |DE|=2r.

2
W trojkacie ADE: |AD|= _r Z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu
sina
. . 2|4D _ 4r?
wynika, ze |AB|+|DC|=2|4D| istad P= | |~2r, czyli P= sir’;a . A&

Pole bedzie najmniejsze, jezeli warto$¢ sinusa bedzie najwigksza, czyli gdy o =%.



264 13. Planimetria — odpowiedzi i wskaz6wki

13.94. x=—,

gdzie P(x):ﬁ(bc2 —3ax+a2) .

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. Z warunkow
zadania: a=|A4B|=|BC|=|AC|; x=|44)|=|BBy|=|CC|.

Zauwaz, ze A 4 B|C; jest trojkatem rownobocznym, ktérego pole

2
3 . . S
Ppgpc, = 2 Z twierdzenia cosinusow:

b? =)62+(a—)c)2 —2)c(a—x)-cos60°=3x2 —3ax+a’.

3

P(x)= T(3x2 —3ax+a’ ), gdzie x €(0; a). Funkcja P(x) jest funkcja kwadratowa zmiennej x, wige ma

ona najmniejsza warto§¢ dla x = 23—613 = g (wspotrzedne wierzchotka wykresu funkcji P).
13
13.95. K=| -, —|. A
3.95 ( 2 4] "
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. K ):/
A
. . . 2 / B >
Punkt K nalezy do paraboli, wigc K = ( p,—p +2 p). Styczna AP ma 1 e
Qe i
rownanie y=(2-2p)x+ pz. Zatem wierzchotki trapezu AOBC maja \

wspolrzedne 0=(0,0), 4=(0, p*), B=(1,0), C=(1, p*~2p+2). Popc = % (04 +15C1) {08, wiee
2 1 b

Pyopc(p)=p"—p+1, Pyyxy =P 5 ,bo p=5_=

a

N | —
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A
13.96. Dla |AB| 8 ap)= ‘”_ e
Wskazowka: Przyjmij A= (x, 0) i xe(0;2), 7 \
1
wtedy B:(x,4—x2), C=(—x,4—x2), D=(-x,0). / Do A?\ X

Pole prostokata ABCD: P =|AB|-|AD|, wige P(x)= 2(4x—x3) dla xe(0;2).
P’(x)=2(4—3x2) i xe(0;2), wige P'(x)=0 < x—z*[

243) | 243 | (243
P'(x)>0,gdy x E[O; #] x (0 _] = [_?2]

= wigc Pyyy = P(z;/_) P+ 0 -

P(x) / MAX \

P'(x)<0, gdy xe[g; 2}

2
2
|AB|=W=4—x2, czyli |AB|:4—[¥] _8

3

13.97. PABCD =PM4X =P(3)=4

Wskazowhka: Pyyy = P(3)=4. A=(x,3) i xe(2:2+3), wtedy % .
4 D A
B=(x(x=2)") i K=(2,(x=2)°) 00 y5= k). RN
Pole Pypcp =2+[KB|-|4B], wige P(x)=2(x-2)[3-(x-2)" |- SRR
=2(—x3+6x2—9x+2), gdzie xe(2;2+\/§).
P(x)=2(-3x2 +12x-9), P/(x)=0 i xe(22+3), wige x=3., | * @3) | 3 | (32+43)

P'(x) + 0

P | 7 N

P(x)>0 & —3x2+12x-9>0 < xe(2:3).

P'(x)<0, gdy x&(3:2++/3), wige Py =P(3)=4.
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13.98. x+y—4=0.
Wskazéwka: Punkt 4=(x,0) jest punktem przecigcia szukanej prostej

z osiag x, a punkt B=(0, y) z osig y. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

Zauwaz, ze warunki zadania sg spetnione, gdy: x>2, y>2, |OA| =x

i |OB| = y. Wspdtczynnik kierunkowy m szukanej prostej k wyraza si¢ zwiazka- OJ( 1 kox

. 2 . 2
mi: ml:_z lub mz:T’WIQC y:%,bO my=my.
X

xz—

(x-27

f(x):|OA|+|OB|:x+2—xz,gdzie x>2. fi(x)= i xe(2+x).
X

f'(x)<0,gdy xe(2;4) i f'(x)>0,gdy x>4, wiec yygy = f(4). Prosta k przechodzi przez punkty

A=(4,0) i B=(0,4), wiec m p =-1, zatem prosta k ma rownanic y=—x+4.

13.99. c:(ﬁ, 2\/5).

Wskazéwka: Wierzchotkami trojkata ABC sa punkty 4=(-2,-2), B=(-1,-4), C= (x, ij ix>0.
x

g+x+3
x

Prapc =

Pole P trojkata ABC jest najmniejsze,
gdy funkcja f okreslona wzorem f(x)= 2 +x+3 ma warto$¢ najmniejsza dla x> 0.
X
, 2
f (x) = ) +1.
x

f'(x)=0 o x=v2; f'(x)<0, gdy xe(O;\/E); f'(x)>0, gdy xe(x/i;+oo),wif;c PMIN:P(\/E).
Zatem punkt C:(\/E, 2\/5).
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R
13.100. x==. c

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie

|AB|=|AIBI|=CI 1 ae(0,2R> 5

|OD|-|0D)|=x i xe(0;R),

|CD|=R+x, |CD||=R~x.
Zauwaz, ze mozliwe sa dwa przypadki, czyli A = g(R -x) lub B= g(R +x),

gdzie P (i=1,2) oznacza pole trojkata ABC. Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa i wyznacz a_Jr2_2
2
B(x)=(R-x)VR*-x* lub Pz(x):(R+x)\/R2 -x%, gdzie x €{0;R).

\ 7(x7R)(2x+R) _(x+R)(R—2x).

B (x)= lub P (x)=
[R2_2 2 (%) [R2_ 2
IR
x | (0;R) 2 2 2
P - lub P, + 0 0
Py \ Py / B max \

Funkcja P, jest malejaca dla x € <0; R), wigc osiaga warto$é najwicksza dla x=0 (trokat ABC jest wtedy
trojkatem rownoramiennym o przeciwprostokatnej |AB| =2R . Funkcja P, osiaga warto$¢ najwigksza dla x = 3

(trojkat ABC jest wtedy trojkatem rownobocznym o boku R3 ). Porownujac pola trojkata prostokatnego

rownoramiennego oraz trojkata rownobocznego wpisanych w okrag o promieniu R uzyskasz odpowiedz.
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13.101. Trojkat o bokach diugosci: %R, R, gR, Pyux = P(%RJ = %Rz .

Wskazowka: W trojkacie o bokach dtugosci a, b, ¢ przyjmij oznaczenia:
a=x, b=2x, ¢=3R-3x, (a+b+c=3R), wigc

_ x~2x-(3R—3x) :Exz—ix3.
4R 2 2R

A

P :%,czyli P(x)

Ustal dziedzing Dp funkcji P z nieréwnosci trojkata:

x<—=R
x<2x+(3R-3x) 2
D,: 2x<x+(3R—3x) = x<§R P xe(lR;ER)
4 2 4
3R-3x<x+2x 1
X<ER

Uzasadnij, ze funkcja P ma warto$¢ najwigcksza.

, 1_3
) P(x)=3x—%x2 i XE(ER;ZR)

e P(x)=0 & 3x7%x2=0,skqu=0 lub ngk.

oraz Oez(lR;ERj, gRe(lR;éRj.
2 4 3 2 4

° P'(x)>0 = gxz—ix3>0 & xe(lR;gRj
3 2R 2 3

P'(x)<0 @xe[ER;ERJ
3 4

12 )
2 3 —R;=R Zp.2
. P(ERJ:E-(ZRJ —i.(zk) _2Rrldp 2 x (2 30)| 3R (3R’4R
3 2 \3 2R \3 3 9 9
P + 0 -
P / Pmax \




Zadania optymalizacyjne z elementami rachunku rézniczkowego z planimetrii 269

13.102. Ly, = L[ \z/—j 5+5V2.

Wskazowka:
Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. c

e Zauwaz, ze y=+25- x2 , gdzie x e (0;5). . Y

Obwod L(x)=x+5+v25-x i xe(0;5). ) ; 5

(—Zx) _1 x

Woas—x2  N25-2

° L'(x)=1+

2
. L'(x):O S l-——=0 =1 skqd — =1, wigc

J— J— —x?

x=¥ lub x=—¥ 5\/— (0 5)

e Zauwaz, ze gdy x zbliza si¢ do swych skrajnych wartoéci krancowych, czyli do 0% i do 5,
to obwod L trojkata zbliza si¢ do wartosci 10. Otrzymasz wtedy trojkat, w ktorym jedna

z przyprostokatnych niemal pokrywa si¢ z przeciwprostokatna 4B.
[5\[) 5+5v2>10, wicc

funkcja L musi osiagng¢ maksimum pomiedzy wartosciami skrajnymi.
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13.103. x=RV2, y:&

s PMAX :P(R\/E)>
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia jak na rysunku,
gdzie [AB|=x, |AD|=y, |OD|=R, x(0;2R), y(0;R).

a) Zauwaz, ze:

2
1 .
° y2 +(%XJ = R? skad y:E\/4R2 —x? , gdzie xe(0;2R) .

>

a

d PABCD:)‘3’:%)“44132—362 , czyli P(x):%\/x2(4R2—x2):

. P(r)= —4x3 +8R%x _ - +2R%x
axt 1 4R%E ot rarAE

e Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji 1.

P'(x)=0 < 4x> +8R%x =0, wiec x=0 lub x=Rv2, lub x=—RV2.

%\/—x4 +4R

Tylko Rv2 € (0;2R) , wige funkcja P moze mie¢ najwicksza warto$¢ dla x = RV2.

e Warunek wystarczajacy istnienia extremum funkcji f.

cnd.

P'(x)>0c>xe(0;R\/5) X

= Prax (RV2).

(0; R\/E)

R\2

(RJE; 2R)

P'(x)<0 = xe(Rx/f;2R) P

+

e Funkcja P ma maximum, czyli Py y = P(R\/E) .

e

max

v (i) 552

13.104. x=20, Pyyyx = frmax =f(20) .
Wskazowka: Zauwaz, ze:

o h= 102—()“

j f\]—x +20x+300 = 1/x+10 30— x

2
gdzie x(0;30).

.P()

10+x 1

(x+10)(30—x):% (x+10)*(30-x) .

10

10

e Pole P ma najwigksza wartos¢, gdy funkcja f(x)=(x+ 10)3 (30-x) osigga maksimum.

£ (x)=3(x+10)* (30— x)+(x+10) - (1) = (x +10)* (80— 4x) , gdy x & (0;30)

o f(x)=0 < x=20. \/\

o Wykres znaku pochodne;j.

Pochodna zmienia znak w otoczeniu x =20, wigc w tym punkcie funkcji £ osiqga maksimum.

PMAX :fmax :f(ZO).
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13.105.x=y="‘2/E Lyjux = L( ‘/—] 42a.

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia: x,y — dtugosci bokow kwadratow.

Zauwaz, ze:
o x*+y*=d* skad y=va*-x* , gdzie xe(0;a). xE‘ +y\ = a
X
° L(x):4x+4\/az—x2 ,gdy xe(0;a). Y a
' —2x X
° L(x)=4+4-—:4[1——J,gdy xe(0;a).
Wa? -x? a?-x*

° L'(x)=0 = 4(1—;]=0 o x=Va*-x* o x=ﬂ,

2 2 2

a”—x

2
bo x=va*—x? , czyli X =d?-x* , wige x2=a7 skad x——% lub x-%.
av2

Tylko % €(0; a) , wige funkcja L moze mie¢ warto$¢ najwigksza dla x = -

e lim L(x)= lim L(x)=4a.

x—0" x—a

[a\/—] 42a i 42a> 0, wiec funkcja L musi osiggna¢ maksimum pomiedzy skrajnymi

wartosciami 0 i a.
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13.106.2) m=3, fygy =f(m)=/(3).
Wskazowka:
a) Diugosci promieni okregéw sa liczbami dodatnimi, wigc 4—m>0 i m—2>0,skad me(2;4).

11 1
f(m)=;l+g= — mo | (23) 3 (3:4)
(m =l ! - ! ; (m)=0 < m= . f' m - 0 +
e 2[J<4—m)3 J(m—zf} (A

£m) | f2 7

Syn = fmin = (3)=2, czyli suma odwrotno$ci dtugo$ci promieni danych okregow jest najmniejsza
dla m=3.

o S | . .
b) Aby wykaza¢ prawdziwos¢ nierownosci —+— =1 +r, , zauwaz, ze gdy me(2;4), to jest ona
nn

>1,skad ;-1 <1 < J(4-m)(m-2)<1.
n-n
Badajac funkcje g(m)=./(4—m)(m—-2) dla me(2;4) otrzymasz:

rownowazna nierownosci

g'(m)=ﬁzn_2) i ¢'(3)=0, wiee gpu =g(3)=1. czyli J(4—m)(m-2)<1.

1 1
Zatem — T — 21+, cnd.
n n



