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11. Geometria analityczna — odpowiedzi i wskazowki

Proste i figury na ptaszczyznie kartezjanskiej

11.1. a) % b) 3+§‘/§, 0 g
_|Ax0+By0+C|

Wskazowka: a) i b) Zastosuj wzor d =

\/A2+B2

¢ -C
16-Gl gdzie Ax+By+C =0 i Ax+By+C, =0, to rownania prostych

¢) Zastosuj wzor d = ,
4%+ B?

rownolegtych.
11.2. B =(0,5), P, =(-4,1).

11.3. m=—J6 lub m=+6.

114. m= —31.
3

. ) o [2x=-3y+5=0 . L.
Wskazowka: Rozwiaz uktad rownan 10 i wyznacz punkt przecigcia prostych.
X—1=

11.5. m =—l lub m=1.
2
Wskazowka: Punkty A, B i C sa wspotliniowe, gdy wspotrzedne punktu B spetniajg rownanie prostej AC.
4 1
11.6.2) m=—, b) m =——, m, =3.
) 5 ) my ™

Wskazowka: b) Porownaj wspoczynniki kierunkowe prostych np. 4B i BC i sprawdz dla wyznaczonych
m, czy te proste majg identyczne rownania
11.7. Wskazowka: Odpowiednie ramiona katow zawarte sa w prostych rownoleglych, czyli AB || EFiBC || DE.
11.8.b) 3v2, V2, ¥

Wskazowka: a) Wystarczy wskaza¢ dwie proste prostopate,

b) wyznacz wspolrzedne wierzchotkow trojkata ABC. Zauwaz, ze dwie przyprostokatne sa wysokosciami

trojkata ABC i oblicz trzecia wysokos¢.
119. y=11 y=3 Iub y=—4x+7 1 y=—4x+9.
Wskazowka: Proste [ 1 k sa rownolegte, gdy maja rownania l: y =ax+by, k: y=ax+b,, gdzie b =1-2a,

by=3—q oraz |b —b,|=2, skad a=0 lub a=—-4.
11.10.2) P=22, b) P=16.

Wskazéwha: Zastosuj wzor na pole trojkata ABC: Pyypc =—|(xp —x4)-(vc = v4)—(xc =x4)- (v —y4)| -

N | —
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11 44 9 36
Al a)l: y=dx,k y=—x+1, by A= L3 p_[2_36)
Ve g ) A (5 5) 2 (5 5)
11.12.2) P=13, b) D=(§,§), E:(_E’E}
2’2 22

Wskazowka: b) Punkt D jest punktem przecigcia si¢ prostej £D i DB.
11.13.a) m=1, b) m =-2, my=6.

m+3#0 m+6#0
Wskazowka: a) b

m2+2m-3=0 m?—4m—12=0

11.14. y=2x+8.

; o L 4
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, 7

gdzie |04 =|xy|, |OB|=|b|, |4B|=45.
Jezeli prosta / ma rownanie y =ax+b, gdzie a € C\{0}, i przechodzi

. 2 2
przez punkt D, to b=3a+2 i xg=-3-—. 1
a

W tréjkacie AOB: |4B* =|0A]* +|0B[*, gdzie 4= (—3 _2 oj
a

2
i B=(0,3a+2), 80:(—3—3) +(3a+2)*, wige rownanie 9a* +124°> —67a% +12a+4=0
a

jest rownowazne réwnaniu (@ — 2)(9a3 +30a* ~7a - 2) =0.

11.15. me (—3; 1> .

Wskazowka: Wspotrzedne wspodlnego punktu prostej / i odcinka 4B speniaja

2x-3y+m=0 (rownanie prostej )
y=2x-1 (rownanie prostej AB)
uktad warunkéw: R .. .
-1<y<1 } (warunki, jakie spetniajq wspotrzedne

0<x<1 punktow odcinka AB)

=Y
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11.16. Punkt przecigcia prostych /i k nalezy do wnetrza prostokata ABCD wtedy i tylko wtedy, gdy

me(—ll;O].
2

Wskazéwka: Napisz rownanie prostej / przechodzacej przez punkty P=(xp, yp) i S=(xg,¥5).
korzystajac z jednego ze wzordw: (y—yg)(xs—xp)=(ys—yp)(x—xg5) lub y—yg = M(x—xS),
Xg—X

gdy xg # xp. Rownanie prostej / ma posta¢ 4x+y —5=0. Proste / i k przecinaja si¢ w punkcie K o wspol-

2-m
rz¢dnych *e 2 dlameR,czyli K= [%Tm, 2m+ 1). Punkt K nalezy do wnetrza prostokata ABCD,
y=2m+1
. , .. L, L [1<x<3 ) 1<2_m<3
gdy jego wspotrzedne spetniajg uktad nieréwnosci , czyli 2
-2<y<l
-2<2m+1<1

11.17. Punkt przecigcia si¢ prostych nalezy do prostokata ABCD wtedy i tylko wtedy, gdy
me{-3;-2)u{l;2).
Wskazowka: Proste przecinaja si¢ w punkcie o wspotrzednych x = m?+m-2

i y=-m-2, gdy me R.Punkt o wspohrzgdnych (x, ) nalezy do prostokata ABCD, gdy jego wspolrzedne
0<x<10 {0Sm2+m—2S10 . {m€<—4;—2>v<l;3>
, czyli , wWigc .

spelniaja uktad nieréwnosci
—4<y<l —~4<-m-2<1 me(=3;2)

11.18. a) Na osix, gdy m = %, naosiy, gdy m= —%, b) me (—2; OJU(O; %j

3m+8 . 4m-3

2

Wskazowka: a) Proste przecinaja si¢ w punkcie o wspotrzednych x = =—,
m°+2 m-+2

=0.

5— =0. Punkt (x,0) lezy na osi x, wiec 4 3

gdy me R\{0}. Punkt (0, y) lezy na osi y, wigc 3m+8 -
m°+2 m-+2

b) Punkt (x, y) nalezy do czwartej éwiartki ukladu wspotrzednych, gdy x>0 i y<0.
11.19. a) mzé, b) m6<—2;0>.
5 25

Wskazowka: a) Punkt P ma wspotrzedne x=3m+11 y=4m+2,gdy meR,
b) Punkt P nalezy do kota, gdy wspotrzedne tego punktu spetniajg nierdwnosé X+ y2 <5, czyli

(Bm+1)? +(4m+2)* <5,
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120, A= 33—2\/§’21—4\/§ B 33+2\/§’21+4\/§ . : c=(3.1) \
15 15 15 15 | ! h
\ I a !
Wskazowlka: Dhugo$¢ h wysokosci trojkata ABC jest odlegtoscia AN /: h // ) o
A ] z X—)
. . 2 A S~ | -“'B
punktu C od prostej 2x—y—3=0,czyli h=—F. ~=d—-
NS
Z warunkow h="33 i h= 2 oplicz a= V5.
2 NG 5

Wierzcholki 4 1 B naleza do okregu o $rodku C i promieniu » = a, czyli spetniaja uktad
2 2_16
x=3)"+(y-1)" =—
(x=3)+(r=1)" =3
y=2x-3
11.21. Wskazéwka: Zauwaz, ze |AB|=~26, |AC|=/(2m - 3 |BC| \/2m+2 (—m—l)z.

|4B|=|AC|, wige 5m* —12m-17=0, skad m; =—1, m, =3,4.

|4B|=|BC|, wige 5m* +10m—21=0, skad my #my i my #my, my=my i my #my c.n.u.
11.22. M = [1 7)
2°2
Wskazéwka: Punkt M lezy na prostej x —y+3=0,wigc M =(x,x+3). d(x)= |AM|2 +|BM|2, czyli
d(x)=4x2—4x+18.

11.23. P= 6\/_

Wskazowlka: Dhugo$¢ wysokosci trapezu jest rowna odleglosci migdzy prostymi rownolegtymi.
11.24. C=(5,6) lub C=(-3,-2).

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
Skorzystaj z wzorow:

e na odlegtos¢ punktu od prostej i oblicz |4D|=32,

e na pole trojkata i oblicz |BC|= 82 .

11.25. C=(1,6) lub C=(-3,-6).

Wskazowka: A=(-2,0), B=(6,0) i skorzystaj z wzoru z zadania 4.10..

2 2
11.26. (x_éj +(y+ij -3
2 4 16

Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie |40|=|DO|=r.

Srodek okregu opisanego jest punktem przeciecia si¢ symetralnych bokow

AD i AB o réwnaniach y:—gx—S i yz—%x.
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11.27. B=(5,3), D=(-3,5).
Wskazéwka: Punkt S przecigeia si¢ przekatnych rombu ma wspétrzedne (1,4).

Zauwaz, ze [SC|=~/17, |CB|=/34, |« CSB|=90°.

11.28. B=(5,1), D=(1,5), cos(< BAD):—%

Wskazéwka: Z warunku sin(<« CBD) = g oblicz dtugos$é¢ boku BC D C

rombu (|BC|=10), a nastgpnie wspolrzgdne wierzcholkow B i D,
ktore leza na symetralnej odcinka AC. 4 B
Zauwaz, ze cos(< BAD)= cos[Z (= BAC)] =2cos? («x BAC)-1,
gdzie cos(<« BAC)=sin(< CBD)= g
11.29. 3x+y-12=0.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie 74

A=(x4,0) i B=(0,yg). I y—yA:M(x—xA) s Ly=
Xp—X4

Wspotrzedne x4 i yp sa rozwigzaniem uktadu rownan

Stad x, =4 i yg=12.

Okrag i prosta

11.30. a) Tak, b) nie.

11.31. 3x-5y-1=0.
Wskazowka: Prosta spelniajaca warunki zadania jest symetralng odcinka O,0,, gdzie punkty O; i O,

sg srodkami podanych okrggow.

11.32 P=32.
Wskazéwka: Promien okregu (x — 4)2 +(y+ 3)2 =16 jest potowsq przekatnej kwadratu.

11.33. m=-2v2 lub m=2/2.

Wskazowka: Prosta jest styczna do okregu, gdy odlegtos$¢ srodka okregu od tej prostej jest rowna

promieniowi okregu.
11.34. Prosta jest sieczng,poniewaz odleglosc srodka okrggu od prostej / jest mniejsza od promienia 7 okregu.

11.35. Prosta jest sieczng.
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11.36.2) m=-2-2v2 lub m=-2+2V2,
b) me(—oo;—2—2\/§)u(—2+2\/§;+oo),
0 me(-2-22;-2+22).

11.37. (2,0) i (-1,-3).

11.38. (23 31]
5°5

Wskazéwka: Okrag o $rodku S ma rownanie (x—3) +(y- 7) 156
. 20 .
1139.2) y=01i y=-""x, b) y=\3x+4 i y=—V3x+4,
€) y=2x-3+2J5 i y=2x-3-25, d) y=3x—14 i y=3x+6,
e) y=V3x+4iy=3x-4, ) y:—?x+2\/§ i y:—?x—%/g.
11.40. me{1-5v2,1+5V2}.
Wskazowka: S=(2,3), r=2,5.
Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, i zauwaz, ze |SP| =2r=5.
3+m|

Zatem odleglo$¢ srodka S od prostej / jest rowna 5, czyli

JT

11.41. Wskazowka: Odlegtosé srodka S okregu od stycznej / przechodzacej

|a-(~1)+1-(-1)-24] s
Ja?+(-1y

skad @ =-2 1 a :E, gdzie @) i a, sa wspotczynnikami kierunkowymi stycznych.

przez punkt 4, czyli ax—y—2a=0 jest rowna promieniowi tego okregu, czyli

11.42. (1,1).

15
143, ="+, P=10(1+5).
11.44. P=4.

Wskazowka: Wierzchotkami czworokata ABCD sa punkty
17 9

A=(L-1), B=(2,-2), C= [? ‘gj D=(3.1).
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11.45. 2) (x=3) +(y-5)* =25,
b) sa cztery takic okregi: (¥~3)% +(y+3-3v2)" =9, (x=3)? +(y+3+3v2) =9,

(x+3P +(y=3-3v2)" =9, (x+3) +(y-3+342)" =9,

c) (x+3j2+( _1)2_25 lub (x—5j2+( +7)2—25
4) \U74) T 4) \UT) Ty

Wskazéwka: a) Skorzystaj z warunku |4S|=|BS|, gdzie S=(a,b)i a—b+2=0 (punkt S lezy na proste]

orownaniu x—y+2=0), ¢)zauwaz, ze proste sa rownolegte, a srodek S okregu lezy na prostej o rownaniu

x+y+%=0. Zatem |SP|=r, gdzie r:%.

11.46.2): =2, 1: iy =1, D)L (x+3)2+(y-8) =4, I: (x=6)*+(y-2)* =1,
O L 2x+3y-18=0 i 3x—2y+12=0, Il: 2x+3y—18=0 i 3x—2y-1=0.

Wskazowka:

Przypadek 1 Przypadek 11

Do Tade

|81S5]=|S2S3|, gdzie S, — $rodek symetrii figury f;

e q o » , ,
ktora jest sumg okregdw of (S1,2), 05 (S5,1) i | 1251 =51S3]. Sy  srodek symetrii figury £, ktéra

: . . jest krego ,1), ,2) i
03 (83, 2). Srodki okregdw: o), 05 i 03 sa | JEst SUMA OXIGEOW 03 (52.1). 01 (5,2) i

I 1). Srodki okregg i OHi-
wspslliniowe oraz s 1 2. 03 (83, 1). Srodki okregdw o, 05 i 03 sa wspoHi

, hiowe oraz r, =r3 =1.
2 2 2 2
11.47. a) (x—2) +(y+3) =9, b) (x+1) +(y—9) =9.
Wskazowka: Symetria Srodkowa 1 przesunigcie o wektor to przeksztalcenia nie zmieniajace odleglosci,

wigc promien obrazu okrggu jest rowny promieniowi okregu, ktory przeksztatcamy.

a) Obrazem $rodka S =(-2,3) jest punkt S"=(2,—3). b) Obrazem $rodka S =(-2,3) w przesuni¢ciu
o wektor # =[1,6] jest punkt S’ =(-L,9).

11.48. a) Tak, b) tak, ¢) nie.

Wskazowka: Sprawdz, czy sumy dtugosci przeciwleglych bokow czworokata sg rowne.

11.49. a) 2x+y—6=0, b) S=(3,0), P=10.

Wskazowka: A=(-2,0), B=(6,4).
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11.50. 2) P=10, L =510 +4/17 ++/2, b) (x+5)% +(y+2)* =85.
Wskazowka: A:(73,7), B:(2,78), W=(1,79).

11.51. k=2. a) 4=(-1,2), C=(7,-6), B=(-1,-6), D=(7,2),
b) Pr=Py-P,, Pr=32(n-2).

Wskazéwka: Podstawiajac do rownania okregu wspolrzedne punktu A = (-1, k), otrzymujemy rownanie
K2+ 4k—12= 0, ktorego dodatnim rozwiazaniem jest liczba k =2.

1152, =10, (x—4)" +(y-4)* =10.

|2a —4|

. 1
11.53. Wskazéwka: S =(2,4)i y=ax oraz r =~/10 , wigc ( )2 =V10 . skad @ =-3 i a =3
a” +(-1

11.54. Punkt P nalezy do okregu, gdy £ =-2 lub £ =3.
, . S . , k+2 . k-3
Wskazowka: Proste przecinaja si¢ w punkcie P o wspotrzednych x = 5 1y= = egdy keR.

Punkt P nalezy do okregu o $rodku (0, 0) ipromieniu 1, gdy wspolrzedne tego punktu spetniaja rownanie

2 2
okregu postaci X%+ y2 =1, czyli (k—;zj +(gj =1.

5
Wektory
11.55.a) CF,  b) DE, ¢) CE, d) 0.
11.56. a) AE, b) GF, ¢) FC.
MN +NC+CD+DM =0 p ¢
11.57. Wskazowka: Z uktadu < M N
MN + NB+ BA+ AM =0
- A B
otrzymujemy réwnanie 2MN +(NC + NB)+CD+ BA+(DM + AM ) =0.

Poniewaz NC+NB=0 i W+m=6, wiec 2m+@+ﬁ=(),
zatem 20N - DC - AB =0, czyli M = 2B8+PC.

. Ll 1= 1= . == ==
11.58. Wskazowka: Zauwaz, ze EDA+§BE:EFC i CF=-FC.

11.59. Wskazéwka: a= %(i[ +0) i b= 3(i+0).

.BD i BC=BD+DC, skad BD=—2_.BC,

11.60. Wskazowka: Zauwaz, ze: 1° DC =
a+b

IS

a~(ﬁ+ﬁ‘)+b-ﬁ

2° AD=AB+BD, skad AD =
a+b
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Wektory
11.61. F =100 N.
Wskazowka: F = ﬂ|F1|2 +|F2|2 .
11.62. 59 N.

Wskazéwka: Na wektorach F, i F, budujemy réwnolegtobok ABCD.
W trojkacie ABD: |« ABD|=120°, |AB|=F,, |BD|=F,, |AD|=F. Stosujac
twierdzenie cosinusow, mamy F = Fl2 + F22 -2-F-F,-cos120°, skad
F=1/3475.

11.63. a) ii =[—4, 8], [d| =45, 5:{2,—%}, |a|=§, k=[4,-3], [k|=5.

b) @ =[6,1], [i|=37, 6=[2,-7], [0]=53, k=[8,~17], |k|=353.

Wskazowka: A= (—3, - 1), B= (—1, 3), C= (1, 2), D= (5, - 1);

a) Ez[xB—xA,yB—yA]:[—1+3,3+1]=[2,4],Wiqc L7=—2~E:—2'[2,4]2[—2~2,—2'4]=[—4,—8],

b) AB=[2,4], CD=[5-1,-1-2]=[4,-3], wicc & = AB+CD=[2,4]+[4,-3]=[2+4,4-3]=[6,1].

11.64. a) a; =1-7, ay =1+7, b) ao =1, ¢) ay=-3, a,=5.
11.65. a) m1=—1, b) ml:4’ m2:_4.
, , . . . -2 m
Wskazowka: Warunki zadania sg spetnione, gdy: a) — = —3
1 2m+ 3

11.66. a) Nie, b) tak.
- - . “2 2 - -2
Wskazowka: u 1 v , gdy spelniony jest warunek |u| +|v| = |u + v|
(twierdzenie Pitagorasa).

11.67. P=(4,-2).

11.68. 2) B=(4,17), C=(12,10), b) Pyypc =62

11.69. 4=(-3,-1), B=(1,2), C=(7,4), D=(3,1). D

Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. S

S:%R‘:[ll],skqd A=(-3,-1). y
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11.70. 2x-y+6=0, x—2y+3=0. V4
Wskazowka: Wspotczynnik kierunkowy a prostej AB C ,//
_ B
jest rowny 1, bo azuin—yA:3 oraz xp—x,y=3. S
Xp—Xy >
D RN *
7 A
11.71.a) D=(3,2), b) C=(4,12).
— VA
11.72. (3,2), (0.3+2). (0,2-43). 5.
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, ~
jak na rysunku, gdzie prosta A4S jest rownolegta do osi x, a prosta BC \\‘g% S \K
.- 1
jest prostopadta do osi x. Trojkat ABC jest rOwnoboczny, wigc ol 30& \ >
1 0 \ X
— .C
AS =2S8K , skad K =(3,2). Prosta BC ma rOwnanie x =3. Poniewaz AN

prosta AB tworzy z osig x kat o mierze 30° i przechodzi przez punkt A, wigc jej rOwnanie ma postac

y—y =1830°(x—x,), czyli y=?x+\/§+2.
x=3

Rozwiazaniem uktadu rownan
y= ? x+/3+2

sg wspolrzedne punktu B = (3, 23+ 2).
Z warunku, ze BK = KC oblicz wspolrzedne punktu C = (3, 2-243 )
Punktami stycznosci okregu wpisanego w trojkat rownoboczny sg srodki bokow trojkata.
11.73.a) B=(-12), C=(0,-5), D=(7,-4),
b) A'=(-6,-3), B'=(1,-2), C'=(0,5), D'=(-7,4).

Wskazéwka: Srodek okregu S =(3,-1) jest $rodkiem odcinka AC.
Z warunku AS = SC oblicza wspolrzedne punktu C =(0,-5),
a z warunku, ze AS L BD, mamy BD: y = i(S -3x).

“1523m)

Rozwigzujac uktad rownan 7 4 , Wyznacz

x> +y%—6x+2y-15=0

wspoétrzedne wierzchotkow B i D.
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11.74.2) C=(6,6),

b) P= 2—7,
2
¢) nie, bo suma dlugosci podstaw jest rozna od sumy dlugosci ramion trapezu,

d) y=—x+9.
11.75. B=(4,2), D=(0,4).

11.76. a =37°.

Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, D [3.3] _c=(22)
i z warunku AB =DC oblicz D=(-5,-1). \C\/,//
a >
Rownanie prostej DC: y = x+4, rownanie prostej AD: y=—-x—6. e \\\\
. o [y=x6 , A ~B
Rozwiazujac uktad rownan obliczysz wspotrzedne N
x=2y=0 hON 0
punktu A =(—4,-2). P=|4B|-|4D| i P :%|AC|2 sina, gdzie |4B|=3V2.
1.77. A=(4+3,-+3), B=(4-3,3). A
> /
Wskazowka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. Prosta CS: y = x —4, prosta ? b
1 ) R
AB: y=-x+4, R=|CS|=22,bo CS=[2,2] iﬁ:%@,wiqc D=(4,0). 0 4 x
3] £ A
Wspotrzedne punktow 4 i B oblicz, rozwigzujac uktad rownan

{(x—3)2+(y+1)2=8

y=—x+4




