1. Funkcja wykt{adnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym

Przypomnijmy
W poprzednich latach nauki poznaliscie definicje potgg o wyktadnikach wymiernych:

e potega o wyktadniku naturalnym a" =a-a-...-a, przy czym a® =1, gdy a#0,

n czynnikéw

n

. . m _ 1 . .
e potega o wyktadniku catkowitym g n — #fgm 17" = —, gdzie a#0 i ne N,
a

e potega o wykladniku wymiernym ,gdzieac R, neN* in>1, meZ.
]

W klasie pierwszej poznaliscie dziatania na wyrazeniach wymiernych, znajomo$¢ ktérych
pozwoli nam udowodni¢ twierdzenie dotyczace dziatan na potggach o wyktadnikach
wymiernych.

Twierdzenie
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz dowolnych wymiernych

wyktadnikoéw x i y prawdziwe sa rownosci:
y a)* a*
e a*-a’=a""’ . (ax) =a*’ . (—) =—
= X
ea*:a’=a*" e (a-b) =a*-b*

Dowod:

Wprowadzamy oznaczenia x = Lo y= 2 gdzie me Z, peZ, neZ', qeZ".
n q

p mgqg  np

mop mqg np m
o a*-a’=a" g9 =q" .4 = Utamki " i s sprowadzamy
1\ L\ do wspolnego mianownika nq .
1 \q +np 1
_( nq] _aﬂ'(mqu)_ mqeZ, npeZ, wigc z™ - x" =x"1""
mg mp m.p
=q™ "M=q" 1=a*"’ czyli a"-a’=a""". ckd.
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mp mp
noq _

qn, .
=" =g =4 x-y

Yy ckd.

~—~——
<

Il

N

a*”’, czyli (ax

o (a-B) —(a-bYs —(a-b)a™ :{(ab)ir _(¥ab)" -

Z(('/E%)m :(%)m (%)m Za%-b% =a*-b", czyli
(a-b)" =a*-b". ckd.

Analogicznie mozna przeprowadzi¢ dowod pozostatych dwoch wzorow.

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz
dowolnych wymiernych wyktadnikéw x 1y zachodza réwnosci:

X X
a)a‘:a’=a"", b (ﬁj =Z—x.

b
34
Przyktad 1. Przedstaw w postaci potegi liczby é wyrazenie \/§7.
Rozwiagzanie
1
113
3\4
3427_|:(3) :| _3%_
N
1 1 1
:3 4 :(3—1)4 :(3—2)8 —
1
8
1 L5 1
= 5 Przedstawiamy 372w postaci 3 =§.

Cwiczenie 2. Przedstaw w postaci potegi liczby 8 wyrazenie v2-+/2.

Cwiczenie 3. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (_2();();2():();2)5’ b) Hﬂjl—s‘} . © 32;'5;, d) [(642)0F.
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Cwiczenie 4. Zastosuj wzory skroconego mnozenia i oblicz warto$¢ wyrazenia:
2

a) (25_5§j.(25+55j, b) {(3+2\/§)§_(3_2\5)5}

Dotychczas obliczali$cie potegi o wyktadnikach wymiernych.

Obecnie nauczymy si¢ obliczac potggi o wyktadnikach niewymiernych.

( Przyktad 2. Wskaz kilka kolejnych przyblizen dziesigtnych liczby /5 i odpowiadajacy
im cigg przyblizen liczby 35,
Rozwiagzanie
z doktadnoscig do 1: J5 = 2, skad 3\6 = 32, czyli 3\6 ~9,

zdokladnoscia do 0,1:  V5~2,2, skad 3V 322 cayli 3V ~11,21,
7 dokladnoscia do 0,01:  5~2,24, skad 3V =32 cmyli 3P x11,72
z doktadnoscia do 0,001: /5 ~2,236, skad 3V 3226 cayli  3Y5 ~11,66,
z doktadnoscia do 0,0001: /5 ~2,2361, skad  3¥° #3226 cpvli 35 211,67,

Z kalkulatora odczytujemy, ze 3¥5 1 1,664753321.... J

Warto$¢ potegi liczby rzeczywistej dodatniej o wyktadniku niewymiernym b szacuje-
my, wykorzystujac potegi o wyktadnikach wymiernych, bedacych kolejnymi przybli-
zeniami liczby b.

Jezeli a > 1 1 b jest dodatnig liczbg niewymierng oraz x i y s3 dowolnymi liczbami wy-
miernymi takimi, ze x <b <y, to a* <a’ <a’.

( Przyktad 3. Za pomoca kalkulatora wielofunkcyjnego lub komputera oszacuj liczbe 57,
gdy przyblizenie liczby 7 jest podane z doktadnosciag do 0,0001.
Rozwiagzanie
Z kalkulatora lub tablic odczytujemy, ze m =3,141592653..., wigc

3,1415 <7 <3,1416,
zatem 531415 _sm 531416
skad 156,96 < 5" <156,99.

Odp.: 156,96 < 5™ <156,99. J
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Cwiczenie 5. Za pomocg kalkulatora wielofunkcyjnego lub komputera oszacuj

liczbe 2‘/7, gdy przyblizenie liczby /7 jest podane z doktadnoscia do 0,0001.

Potegi o dodatnich podstawach i niewymiernych wyktadnikach maja te same wtasnosci, co
potegi o wyktadnikach wymiernych (w tym naturalnych i catkowitych).

Prawdziwe jest twierdzenie o dziataniach na potegach o dodatnich podstawach i rzeczy-
wistych wyktadnikach.

Twierdzenie

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz dowolnych rzeczywistych
wyktadnikéw x 1y zachodzg réwnosci:

X x
y . a a
ea‘-a’=a""’ .(ax) = a7 .(_] -

ea*:a’=a"" o(a-b)xzax-bx

(Przyklad 4. Wykonaj dziatania:

a) (sﬁ)ﬁ, b) 537575 ) %.

Rozwigzanie

a) (sﬁ)ﬁ =5 _ 53 125, () —a®

b) §V3-1 glV3 _ gV3-+13 _ 50 _ 1, o o g
oM gt g NI _ gl G

92(\/571)
J

Cwiczenie 6. Wykonaj dziatania:

N N AN
a) [(\/5—1)&} 2, b) (31‘ﬁ)1 ﬁ, 0) [3;722} .

¢) g1v2- - (92)ﬁ—1 -

Odpowiedzi do éwiczen
1 | A
2.84. 3.a)-2, b)10, ¢ 3 d) 1. 4.a)-3, b)4. 5. 6,2580<2 7 < 6,2584.

1
6.2)6—2J5, b) 5 O8L
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Zadania utrwalajagce

1.1. Oblicz:

2 1 1
a) (1253 —162 +3433 J b) [164—32]~[16_0’25+(\/§)1},

2 2
0) 16775 10,1253 +( g 3 d) \@-[1,5—%9—1’5]—27 3,
3
2 4 5
S A
e) —1250 5_022 0,27 , f) 30,375'%/5{3‘_45} :

1.2. Wykonaj dziatanie:

L 31 31
a) 22—52J{22+52J, b) | m2 —n? |-| m2 +n? |,

- 2 2
¢) (3—\6);+(3+J§);} : d) (3+2\/§);—(3—2\/§);] ,

1 2 2 33 1
e) | a’>—b3 || a3 +(ab)3 +b3 |, f) |32 +a2 :{3—(341)2 +a}.
1.3. Przepisz zadanie do zeszytu i w miejsce - wstaw jeden ze znakow: ,,<”, =", ,>

7 w50 I g (B
) 810 [ 1024, b ( j :
) "%

7, gdy:

9427
40 1 -1
¢) (%] B 0278 a (40725—2075)-[40725+(2\/§)3]- (—%) .

1.4. Wiedzac,ze a>0, b>0 i x € R oraz stosujac prawa dziatan na potegach, przedstaw

W prostszej postaci wyrazenie:
11

— — _ 1 X X
a) a2 a4, b) a2 o) 3’“-&} : d) 3—.
1.5. Uzasadnij, ze:

° 3V |4 1
a) 1625 =35, b) {(gj } _75‘471,5 _p 4,905 _3

Sw
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1.6. Przedstaw w postaci potegi liczby 2 wyrazenie:

V2
a) 22 .2, b) 2¥2.272, 0 222 gy G-zﬁ) :
V2 2 V2
2 7 8 16
C)T f) 2¥% V2, g) o h) [27] .
1.7. Oblicz: 5
- V2 2 ENCR
V2 2 1
arf ow[@r] SN
» | (v2) ) [(V3) 9|5
r 17\/5 1+\/§ 7\/5 \/ﬁ
1 V2 3
o] e afiar]”
1o o[)”] o[(2)
1.8. Oblicz:
V2 V542 V741
) [(\/5—\/5)&}, by (2275) 7, o (371) .
1.9. Wykaz, Ze:
B V2 V5 V5
a) (8—2ﬁ) (8+247) 2 = b) (12-v19) 3 -(12++19) 3 = 595,
2V2+2 25-4
C) [(\/5)2\/5—2:| _ |:(\/§)\/§+2:| -1
1.10. Przedstaw w postaci jednej potegi wyrazenie:
V2 5v2+2
2 V2 o sl
N b %J |
_ 154242 - 5 371,25-245
(v2) (3) (¥ho)”-(¥10)
©) 5 ) d) 5
36V 0,01

1.11. Oblicz za pomoca kalkulatora wielofunkcyjnego Iub komputera i zapisz wynik z do-
ktadnoscig do 0,1.

a) 7", b) 33, ¢) 2V2, d) (\/5)6, e) 5V°.

1.12. Wykaz, ze jesli m=43%2 i n=2V3%5 t0 n=8vm.
D
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Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci

Jezeli a jest liczba dodatnia (a > 0), to kazdej liczbie rzeczywistej x (x € R) mozemy przy-

porzadkowac potege a”. Okres§lamy w ten sposob funkcje, ktorg nazywamy wykladnicza.

Definicja
Funkeja wykladnicza nazywamy funkcj¢ f okreslong wzorem f(x)=a”, gdzie x
jest liczba rzeczywista oraz a jest liczba rzeczywista dodatnia r6zng od 1.

f(x)=a" gdzie xeR, a>0ia=1
Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa wyktadnicza o rownaniu y = a”.

Przyktady wzorow funkcji wyktadniczych:
10=2 F0=[3). 10=(2)" S@=10% f(x)=e rix)=x"

rPrzyklad 5. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem:
x '
a) /(x)=2%b) g(x){;] :

Rozwigzanie

Sporzadzamy tabele wartosci funkcji i g dla wybranych argumentow.
I

a) X 3|-2(-110]1(21]3 |b) X =3|-2|-1]10]11]2]3
1|11 I x 111
f(x) 32l : g(x)(2)8421248
Szkicujemy wykresy funkcji.
YA | VA
| yz(ljx
] I N\
y=2 |
___/‘) |
> | \¥>
0 1 X 0 1 X

Do naszkicowania wykresu funkcji wyktadniczej wystarczg punkty:
|

np.: (_1, %) (0.1), (1,2), (2.4). o (-2,4).(-1,2), (0,1), (1, %)

J
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X
Cwiczenie 7. Odczytaj z wykresu funkcji 1 f(x)=2% 2 g(x)= (%) :
a) dziedzine funkcji, b) zbidr wartosci funkcji,
¢) przedzial, w ktorym funkcja ros$nie (maleje),
d) wspoélrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osig y,

e) miejsca zerowe funkcji, o ile istnieja.

Szkicowanie wykresu funkcji wykladniczej f okreslonej wzorem f(x)=a®,

bedziemy rozpoczyna¢ od zaznaczania punktow o wspotrzednych (—1, 1), (0,1), (1,a).
a

Cwiczenie 8. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem: a) f (x)=4%, b) g(x)= (i) )

Cwiczenie 9. Do wykresu funkcji wykladniczej okreslonej wzorem f (x)=a" nalezy
punkt 4. Podaj warto$¢ a i napisz wzor tej funkcji, gdy:

a) A=(14), b) A=(-L5), ¢ 4=(110). d) A:(_Lé}

Cwiczenie 10. Na rysunku przedstawione sg fragmen-

A
ty wykresow funkcji wyktadniczych £, g 1 A, gdzie: v [ y=3"

3 g * = X
10=(3) s0=2 =3 r=2
a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbidr wartosci 3V
oraz wspotrzedne punktu przeciecia sie¢ wykresu funkcji | BEs (5)
Z 0sig . é/
b) Czy funkcje f, g 1 / sa rosngce w przedziale S 5 1 >
(o +o0)?
Cwiczenie 11. Na rysunku przedstawione sg fragmen- 1 YA
ty wykresow funkcji wyktadniczych £, gi 4, gdzie: V= (g) \
1)~ et=(3] w=[3]. N

3 2 4 "2)
a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbior warto- ;x
$ci oraz wspotrzedne punktu przecigceia sie wykresu ¥ = (Z) el 1
funkcji z osia . — \§

1

b) Czy funkcje sa malejace w przedziale (—oo; +o0)? 0
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Uwaga

e Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej f okreslonej wzorem f(x)=a" jest
zbiér Y, = R".

e Funkcja wyktadnicza jest:

— rosnaca, gdy a > 1, — malejaca, gdy 0<a<1.

I
|
| YA
N al
i
| N
1 X
| S it K
I ! |
| X, 0 X, \asymptota x

Jezeli x; <x,, to

24 X X X
al<a? : al>a?

e Wykres kazdej funkcji wyktadniczej o rownaniu y = g* lezy nad osia x i przechodzi
przez punkt (0,1).
e Funkcja wyktadnicza nie ma miejsc zerowych.

Cwiczenie 12. Sposrod wzoréw funkcji: £ (x)= (%j , f(x)= 4%, f(x)= (2\/§)x’
f(x)=(0,1)", f(x)= (%j , f(x)=(log,3)" wybierz te, ktére okreslaja

funkcje malejace.

(Przyklad 6. Skorzystaj z wlasnosci funkcji wyktadniczej i uporzadkuj rosngco liczby:
22

22 V3 1,7 1,(73)
a) 222,27, 7, b) H : @ : @ .
5 5 5

Rozwigzanie
22

a) Podstawa poteg 232, 27, 27 jest liczba 2.
Funkcja okreslona wzorem f'(x)=2" jest rosngca, wigc najmniejszg sposrod
liczb jest ta, ktorej wyktadnik jest najmniejszy.

%=3,1428.., m=3,1415..., wigc 7r<27—2<3,2.

E
Odp: 27 <27 <232
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1 V3 AR 1
b) Podstawa pot - =1 ,l= jest liczba —.
) POt (sj (sj (sj : 5

Funkcja okreslona wzorem f'(x)= [%jx jest malejaca, wigc najmniejsza sposrod
poteg liczby % jest ta, ktorej wyktadnik jest najwiekszy.

V3=1,73205.., 1,(73)=1,7373.., wigc 1,(73)>~/3>17.

o (1)1 J

Cwiczenie 13. Skorzystaj z whasnosci funkcji wyktadniczej i uporzadkuj malejaco liczby:

10
a) 35, 372 3940 b (0,5)7, (0,5)3, (0,5,

Uwaga
Jezeli f(x)=a* ix eR, x,eR oraz:
o 0<a<1 (funkcja wykladnicza jest malejgca), to a™' > a™?, gdy x; < x,,

o a>1 (funkcja wykladnicza jest rosngca), to a™ <a’?, gdy x; < x,.

Przypomnijmy

I Jezeli a>0 i a#1,b>0, xeR, to a* =b,gdy log, b=x.

(Przyklad 7. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja wyktadnicza f
okreslona wzorem f(x)=3" przyjmuje warto$¢ rowna: a) 27, b)2, ¢)-3.
Rozwigzanie
Obliczenie argumentu x, dla ktérego funkcja f'(x)=3" przyjmuje okre§long wartos¢,
sprowadza si¢ do rozwigzania rownania:

a) f(x)=27, czyli 3" =27, wigc 3" =3 skad x=3.
b) f(x)=2, czyli 3" =2 wigc x=log;2. Korzystamy z definicji logarytmu.
¢ f(x)=-3, czyli 3" =-3.
Dla kazdej liczby rzeczywistej x kazda funkcja wyktadnicza przyjmuje tylko wartosci
dodatnie (a* > 0), wiec rOwnanie 3" = -3 nie ma rozwigzania.

Odp.:a) x=3, b) x=Ilog;2, c)nie istnieje takie x. J
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Uwaga

Jezeli y=a®, gdzie a>0 i a#1, xeR, to:

e a*>0 e x=log, y.

Cwiczenie 14. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja okreslona

wzorem f(x)=2" przyjmuje warto$¢ rowna:

1 1
a) 32, b) —, c) —, d) 1, e)5s, 0.
) )4 )1024 ) ) P

Odpowiedzi do ¢wiczen
7. 1 a) Ds=R, b) Yy =R*, c)funkcjafrosnie w przedziale (—o0;+0), d) (0,1),
e) funkcja /' nie ma miejsc zerowych, 2 a) D,=R, b) ¥, = R,

¢) funkcja g maleje w przedziale (—o0;+0), d) (0,1), e) funkcja g nie ma miejsc zerowych.

VA . 1 Y
8. 9.2) a=4, f(x)=4", b) a=g, f(x)= HE
¢) a=10, f(x)=10%, d) a=6, f(x)=6".
=[] \ / 108 Dp=Dg =Dy =R, Yy =Y, =Y, =(0:+). (0.1). b)tak.
\3) - y=4
11. Dla wszystkich funkcjia) D=R, Y =R", (0,1), b) tak.
"] N~ > 1 x 1
0 1 x 12. f(x):(gj S f(x):47x

10
13.2) 3553240 5392 by (0,55 5 (0,57 >(0,5)3 .

14.a) 5, b)-2, ¢)—10, d)0, e) log,5, f)nie istnieje takie x.

Zadania utrwalajagce

1.13. Do wykresu funkcji wyktadniczej f naleza punkty o podanych wspotrzednych x:
(=L »), (0, ), (1, ). Oblicz wspotrzgdna y, zaznacz te punkty na plaszczyznie
kartezjanskiej i naszkicuj wykres funkcji £, gdy:

0 r@=4 w4 0rm=(2] 0 rw-ea

1.14. Do wykresu funkcji wyktadniczej f okre§lonej wzorem f(x)=a”" nalezy punkt P
Podaj wartos¢ a i okresl, czy funkcja fjest rosngca czy malejaca, gdy:

3 3 2 2
a) P—(l, gj, b) P—(—l, gj, C) P—(l,lgj, d) P—(—l,lgj
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1.15. Naszkicuj w jednym uktadzie wspdtrzednych wykresy funkcji /1 g, a nastepnie z wy-
kresow odczytaj rozwigzanie nieréwnosci:

a) 2x2(%j ,gdy f(x)=2"1 g(x)z(lj ,
b) 3° <2% gdy f(x)=3"1 g(x)=2",

¢) 4" >2% gdy f(x)=4"1g(x)=2"

1.16. Uporzadkuj rosngco liczby:

11 1 2

o [N RSN SO
a) 37V2 374 30 327 f3, b) [1)2, ﬁ J H H 3 [1)2,
3 3 3 3 3

1

1
0) 62 66, 6%, 62, 673, d) (0,2)2, (0,2) 2, (0,2)7, (0,2)™*

1.17. Narysunku przedstawione sa fragmenty wykresow IA
. 3\ .
funkcji f(x):(zj ig(x)=2% \y=2

a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbior war-
tosci oraz wspotrzedne punktu przecigcia sie¢
wykresu funkcji z osig y.

N | W
=

b) Okresl, dla jakich warto$ci x spetnione sg nierow- ——

—

3\* 3\ 0 1 x
nosci: 1 (—) >2% 2 (—) <2%
2 2
1.18. Narysunku przedstawione sa fragmenty wykresow \ IA
1Y IR
funkcji f(x =(—) ig(x =(—j.
()=(5] i g(0=(3 "
a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbior war- bJ i
to$ci oraz wspotrzedne punktu przeciecia si¢ y:( l) L
wykresu z 0sig y. 2 L
b) Okresl, dla jakich wartosci x spetnione sg nie- §§
1 X

X X X X 0
rownosci: 1 (lj 2(1) , 2 (l) >(l)
2 3 3 2
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1.19. Oblicz f(x,), f(x2), f(x3), gdy:
a) f(x)=2% x=-2, x,=0, x; =log, 5,

b) f(x)=3% x =—%, X, =2, x; =2log; 4,
¢) /(x)=(0,2)", xy =-2, x, =logs3, x; =log; é,
d) f(x)=4" x =—%, x, =l0g, 3, x5 =log, 7.

1.20. Oblicz, dla jakiego argumentu x funkcja wyktadnicza f przyjmuje wartos¢ réwna b,
gdy:

B S()=27ib=16 b f()=F b= f(x)z(%jx ih=3
Q) f(x)=(V3) ib=125¢) f(x)=2" i b=24, f) 7(x)=3" i b=405.

1.21. Rozwigz rownanie:

a) 2 =242, b) G) =64, o) (V2) =372,
d) 10* =0,0001, e) 10* =./0,001, f) (0,1)" =200,

1.22. Okresl, dla jakich warto$ci parametru m ma rozwigzanie rownanie:

a) 3x:m, b) 4x=m—1, C) 5x:2—m,
1Y 1"
d) 2" +3=m, e) (5) ~5=m, D(Ej =|rm|.

Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej
Przypomnijmy

Wykres funkcji g otrzymujemy z przeksztalcenia wykresu funkeji f:

e w symetrii "o w symetrii 'e w przesunigciu 'e w przesunigciu row-
wzgledem I wzgledem réwpolegle do osi x nole.gle do osiy
osi x, gdy | osiy, gdy | op jednostek (p > 0)I 0 ¢ jednostek (g > 0),
g(x)==f(x) | g(x)=r(-x) le wlewo, gdy le w gore, gdy
| L g(x)=f(x+p) | g(x)=r(x)+g
: : * w prawo, gdy oW dot, gdy
|

| g(x)=f(x—p) | g(x)=f(x)—g )
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(Przyklad 8. Na rysunku przedstawiony jest wykres yA

X
funkcji f okreslonej wzorem f(x)= lj .

2
Naszkicuj wykres funkcji g, gdy:

a) g(x)=—@x, b) g(x)=(%)_x ,

0 g(x)= (ljx_z d) g(x)= [l)x -2
2) 7 2
Rozwigzanie
a) Zapis g(x)= —(%j oznacza,
ze g(x)=—f(x).

Wykres funkcji g jest symetryczny do
wykresu funkcji f wzgledem osi x.

1 x=2
¢) Zapis g(x)= [E) oznacza, ze

g(x)=r(x-2).
Wykres funkcji g otrzymujemy,
przesuwajgc wykres funkcji f rownole-

gle do osi x o 2 jednostki w prawo.

—X
b) Zapis g(x)= (%j oznacza,

ze g(x)=f(-x).
Wykres funkcji g jest symetryczny do
wykresu funkcji f wzgledem osi y.

X
d) Zapis g(x)z[%j —2 oznacza,

ze g(x)=f(x)-2.

Wykres funkcji g otrzymujemy, przesuwa-
jac wykres funkcji f rownolegle do osi y
o 2 jednostki w dot.

=Y
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.| Cwiczenie 15. Narysunku przedstawiony jest wykres A

- funkeji f okreslonej wzorem f(x)=2". Naszkicuj
W zeszycie V_vglkres funkcji g, gdy; p=2%
a) g(x)=27", b) g(x)=-2% -

0 g(x)=2"+3, ad) g(x)=2"" _ A

=Y

0 1

( Przyktad 9. Oblicz wspotrzedne punktu przeciecia sie wykresow funkcji /1 g okreslonych

x-1
wzorami f(x)= (%) i g(x)=2"".
Rozwigzanie

Aby obliczy¢ wspotrzedne punktu przecigcia si¢ wykresow
funkcji /i g, nalezy rozwigza¢ rownanie f(x)=g(x),

ktorego rozwigzaniem jest odcigta x punktu przecigcia si¢

wykresow.
1 x—1 3
f(x)=g(x). gdy (Ej =2, skad
1
—(x—1)=x+3 a*=a’,gdy x=y,gdzie a>0ia=#l
x=-1

Rzedna y punktu przecigcia obliczamy, podstawiajac do wzoru funkcji fTub g w miejsce
x liczbg —1. Zatem y=g(~1)=2""" =22 =4,
Odp.: Wykresy funkeji /i g przecinaja si¢ w punkcie o wspotrzednych (—1,4). J

Cwiczenie 16. Oblicz wspoélrzedne punktu przecigcia sie¢ wykresow funkceji f1 g, gdy:
3

) f@«):@ﬁ i g(x)=3" b) s (x)=(1§]m i g(x)=(g]x_3.

Odpowiedzi do ¢wiczen

15. a)

=Y

16.a) (1,9), b) (1,2%).
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Zadania utrwalajace

1.23. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyktad- )
niczej f okreslonej wzorem f(x)=a". 15 ]
a) Podaj warto$¢ a. \ ‘ﬂ
b) Narysuj wykres funkcji g, gdy g(x)=f(—x). \’\
¢) Narysuj wykres funkcji &, gdy 4(x)=f(x-2). T % T ?

1.24. Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x)=(1,5)", anastepnie narysuj wykres
funkcji g i podaj jej zbidr wartosci, gdy:

a) g(x)=—f(x), b) g(x)=rf(x)-1

1.25. Funkcja f okre$lona jest wzorem f'(x)=4". Narysuj wykres funkcji g i ustal, czy
funkcja g jest rosnaca czy malejaca, gdy:

a) g(x)=—4" b) g(x)=47", ¢) g(x)=4"", d) g(x)=4"+2.

1.26. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=2"—4.
a) Narysuj wykres funkcji f.
b) Czy funkcja fjest malejaca?
¢) Podaj miejsce zerowe funkcji f.
d) Podaj argument x, dla ktorego f(x)=-2.

1.27. Narysuj wykres funkcji /i podaj wartos¢ f(0), gdy:

2) f(x):%sx, b) f(x)z%-?,ix, 0 f(x):%-Zx,
d) f(x)=8.2ix, &) f(x)=16-2", f) f(x)z%-(l,S)x.

1.28. Wykres funkcji g otrzymano, przeksztatcajac wykres funkcji f. Opisz to przeksztat-
cenie, gdy:

D £(0=(075)" 1 ¢()=[1] . B s i e(x)=5",
¢) f(x)=(2,5)" i g(x)=(0,4)", d) f(x)=49-7"i g(x)=7",

e) f(x)=9""1 g(x)=9"", ) £(x)=(0,1)" -2 i g(x)=(0,1)" -6.
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1.29. Podaj wspotrzedne punktu przecigcia si¢ wykreséw funkcji /1 g, gdy:
a) f(x)=2" i g(x)=4", b) f(x):@ i g(x)=(0.1),
¢) f(x)=1024" i g(x)=(0,01)", d) f(x)=(~2)" i g(x)=(V3) .

1.30. Oblicz wspotrzedne punktu przecigcia si¢ wykresow funkcji /1 g, gdy:

x+2
SO OE C) IO RE i PO R
0) f(x)=5""1i g(X)=125-5Lx, d) f(x)=0,1-10"" i g(x)=0,01- 1x,

1.31. Narysuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji /i g, a nastepnie odczytaj
argument x, dla ktorego obie funkcje majg te¢ samg wartosc, gdy:

x+3 x4l
a) f(X):4x i g(x):(%j , b) f(x):9x+l i g(x)z(%j ’
x+3
c) f(x)=(%J ig(x)=27", d) f(x)=8x+2 ; g(x):4x+3‘
1.32. Oblicz argument x, dla ktorego funkcje /1 g przyjmuja t¢ samag wartos¢, gdy:
. ) 1 x+4
a) f(x)=4"1g(x)=8", b) /(x)=9"1 g(x)Z(Ej ,
1 -2 1 x-3
c) f(x)=[5) i g(x)=4"", d) £(x)=16" i g(x):(zj -

1.33. Do kazdego wzoru oznaczonego cyfraod 1 do 4 dobierz wykres funkcji oznaczony

literg A, B, C lub D, ktéry otrzymano, przeksztatcajac wykres funkcji o rownaniu y = 2*.
1 y= 2—)(?’ 2 y= 2x+1’ 3 y= 2X _ 2’ 4 y= _2)(?'

A yA B yA C yA D yA
1
el x 1
> 2
Pt NN
:—,/W ,,,,,,,,, \\ g
0] 1 X 0] 1 X
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Funkcja wyktadnicza w zastosowaniach

Obserwujac okreslone zjawisko zachodzace w przyrodzie lub spoteczenstwie, bada si¢

jego proces zmian w jednostkach czasu (np. co sekunde, co miesiac, co rok itp.) i szuka si¢

jakiej$ prawidlowosci, ktérg mozna okresli¢ wzorem matematycznym.

Badacze zauwazyli, iz wiele proceséw zmienia si¢ wyktadniczo. Z wlasnosci funkcji wy-

ktadniczej wynika, ze jesli:

f(x+1) a *
/() a

Zatem funkcja wyktadnicza ma t¢ szczegdlng wlasnosc¢, ze na rownych odcinkach rosnie

=a, wigc f(x+1)=a-f(x).

(maleje) tyle samo razy.

yl

Uwaga
Zmiany sg wyktadnicze, gdy w kazdej jednostce czasu warto$¢ zmiany rosnie (maleje)
tyle samo razy.

Wykladniczy proces zmiany opisuje funkcja okreslona wzorem:
: 3 y t — czas, jaki uptyngt od momentu rozpoczecia
y= f(t) =JYo-a obserwacji, czyli czasu t, =0
a — stala wielokrotnos¢ zmiany, wiec a” =1

Y, — wartos¢ poczqtkowa obserwowanego zjawiska
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Jezeli y=f(t) to f(t)=f(ty)-a', gdzie f(t,) jest wartocia poczatkowa obserwo-
wanego zjawiska, a ¢, jest momentem rozpoczecia obserwacji. Obserwujac proces zmiany

zjawiska w czasie, staramy si¢ ustali¢ warto$¢ a we wzorze f(t)= f(ty)-a'.

Uwaga
Jezeli w ciggu okreslonej jednostki czasu ¢ nastapito:
* podwojenie warto$ci poczatkowej f(7,),t0 a=2,

()= rf(1)-2'

1
e zmniejszenie o polowe wartosci poczatkowej f(7,), to a = >

1 t
70)=1(e0){3).
* zmniejszenie o jedna trzecia wartosci poczatkowej (¢, ), to a=1 —% =—

2

t
10)=-1)(3).
o zwigkszenie 0 6% wartosci poczatkowej f(7,),t0o a =1+ % =1,06,

f(0)=£(5)-(1,06)’,

e zmniejszenie 0 10% wartosci poczatkowej 1 (7)), to a=1 —% =0,9,

£(0)=f(2%)-(0,9)"

Cwiczenie 17. Ustal warto$é a i napisz wzor okreslajacy zmiane w postaci f (£) = £ (t,)-a',
jezeli w ciggu okreslonej jednostki czasu ¢ nastgpito:

a) potrojenie warto$ci poczatkowej (%),

b) trzykrotne zmniejszenie wartosci poczatkowej f (7, ),

¢) zwigkszenie o 75% warto$ci poczatkowej f(1,),

d) zmniejszenie o 3% wartos$ci poczatkowej f (%, ).

Cwiczenie 18. Podaj warto$¢ poczatkowa obserwowanego zjawiska i okresl, jaka na-
stepuje zmiana w jednostce czasu, jezeli zmiang te opisuje Wzor:

a) f(¢)=20-(0,2), b) £ (r)=3000-(1,04)’,
¢) f(£)=1000-(0,92), d) f(r)=1200-4".
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( Przyktad 10. Pracownicy dziekanatu zauwazyli, ze liczba studentéw pewnej uczelni
w ciggu ostatnich dziesigciu lat powickszata sie co roku o 5%. Zaktadajac, ze proces ten
w nastepnych latach nie ulegnie zmianie oraz ze obecnie na uczelni studiuje 3000 o0sob:
a) napisz wzor wyrazajacy zalezno$¢ liczby studentow uczelni od liczonego w latach

czasu f,
b) oblicz, ilu studentdéw moze by¢ na uczelni za 10 lat.
Rozwiagzanie
a) Zauwazmy, ze liczba studentow uczelni po uptywie:
e roku to 3000+ 0,05-3000 =3000(1+0,05)=
=3000-1,05,
e dwoch lat to 3000-1,05+0,05-3000-1,05 =3000-1,05(1+0,05) =

=3000- (1,05
Wzor okreslajacy liczbe studentow uczelni ma posta¢ f () =3000(1,05)"
b)  £(10)=3000-(1,05)"
(1,05)" ~1,628895, wige f(10)~ 4887.

Odp.: a) f(£)=3000(1,05), b)4887. J

Cwiczenie 19. Zaobserwowano, ze liczba ryb w stawie w ciagu 5 lat powiekszata sig
co roku o 2%. Zaktadajac, ze proces ten w nastgpnych latach nie ulegnie zmianie oraz
ze obecnie w stawie jest 1200 ryb:

a) napisz wzor wyrazajacy zalezno$¢ liczby ryb w stawie od liczonego w latach czasu 7,
b) oblicz, ile ryb moze by¢ w tym stawie za 5 lat.

(Przyklad 11. Populacja pewnego maltego miasteczka wzrasta wyktadniczo. Planisci
potrzebuja modelu pozwalajacego przewidzie¢ liczbg mieszkancow tego miasteczka
w dowolnym momencie w przysztosci. Wiadomo, ze w 2016 roku miasteczko liczyto
10 000 mieszkancow, a dwa lata pozniej 10 201.

a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkancéw miasteczka.
b) Sprawdz poprawnos$¢ zbudowanego modelu, korzystajac z faktu, ze w 2020 roku
miasteczko liczylo 10 406 mieszkancow.

¢) Oblicz, ilu mieszkancéw moze by¢ w 2026 roku w tym miasteczku.



Funkcja wyktadnicza w zastosowaniach 27

Rozwigzanie

Przyjmujemy, ze f(¢)=y, -a' jest wzorem funkcji opisujacej zmiane mierzong po la-
tach ¢ liczby mieszkancow miasteczka od roku 2016.

Zatem f(¢)=100004", gdzie a > 0.

a) Obliczamy warto$¢ a z warunku

£(2)=10201, wigc 10000a* =10201 —
o =1,0201. a=11,0201
a=1,01.

b) Sprawdzamy, czy spetniona jest rowno$¢ f(4)=10 406.

(1,01)* =1,04060401, wigc

/(4)=10000-1,04060401 =10 406,0401, czyli f(4)=~10406.
¢) £(10)=10000-(1,01)"°, czyli £(10)~10000-1,10462212539, wice
£(10)~11046.

Odp.: a) f(£)=10000-(1,01)’, b) model jest poprawny, ¢) 11 046. J

Cwiczenie 20. Populacja pewnego miasteczka wzrasta wyktadniczo. Wiadomo, ze w 2013
roku miasteczko liczyto 12 500 mieszkancow, a dwa lata pdzniej 13 520.

a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkancéw miasteczka.
b) Oblicz, ilu mieszkancéw moze by¢ w 2023 roku w tym miasteczku.

Uwaga
Zmiang wyktadnicza zjawiska, o wartosci poczatkowej y,, ktora nastepuje ze stalg wie-
lokrotnos$cia a razy w kazdym z okres6w r czasu ¢, mozna opisa¢ wzorem

t t

y=y0-a; lub f(t)zf(to)-a;.

Przyktady wzordéw stosowanych w réznych dziedzinach wiedzy.
t

o m(t)=mj -(%jT, gdzie:

= m(t) —masa pierwiastka promieniotworczego po uptywie czasu ¢,

= T — okres potowicznego rozpadu pierwiastka mierzony w tych samych jednostkach
co czas t,

= m, —masa poczatkowa pierwiastka promieniotworczego.
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o N(1)=N,-e' , gdzie:
s N - liczba osobnikow populacji po uptywie ¢ lat,
= N, —poczatkowa liczba osobnikéw populacji,

» k— stata, charakteryzujaca dang populacje,
» e=2,718281828....

( Przyktad 12. Kazdy pierwiastek radioaktywny rozpada si¢ z wtasciwa sobie predkoscia.
Czas, w ktorym rozpadnie si¢ potowa atomdw, nazywamy okresem potowicznego roz-
padu tego pierwiastka. Chemicy ustalili, ze pewna odmiana bizmutu 214Bi ma okres
potowicznego rozpadu rowny 20 minutom. Prébka radioaktywnego bizmutu, ktérg
obserwujesz, wazy 1024 gramy.

a) Zbuduj model matematyczny opisujacy zmiang ilosci radioaktywnego bizmutu
w czasie.

b) Po ilu godzinach obserwacji pozostanie tylko 1 gram radioaktywnego bizmutu?

Rozwigzanie

a) Przyjmujemy za jednostke czasu ¢ godzing. 20 minut to 1 godziny, wigc w ciagu

jednej godziny nastgpia 3 rozpady polowiczne atomoéw bizmutu. Zatem mas¢ m

bizmutu po uptywie ¢ godzin mozna okresli¢ wzorem
13
m(t):1024-(5) , czyli my =1024, a=%
1 3t
ndt):1024~(5j |

3t
b) m(t)=1, czyli 1024-[%) =1 /:1024

3 - w
2 1024 1024=2
(lj3t _(ljlo
2 2
3r=10
(=10 51
3 73

3¢
Odp.: a) m(t) = 1024-(%) , b) po 3 godzinach i 20 minutach.
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Cwiczenie 21. Okres polowicznego rozpadu jodu 13!J jest rowny 8 dniom. Wiedzac,
ze pewna probka zawiera 120 g tego jodu, oblicz:

a) mase *'J po uplywie 24 dni,

b) liczbe dni, po ktorych masa 3! bedzie rowna 3,75 g.

W rozwazaniach teoretycznych i praktycznych zastosowaniach matematyki wyzszej bardzo
duzg role odgrywajg logarytmy, ktorych podstawa jest liczba e*), czyli logarytmy naturalne.

Symbolem takiego logarytmu jest In, tzn. Inx =log, x.

(Przyklad 13. Na pustynng wyspe wpuszczono kroliki, ktorych liczebnosé N populacji
wzrasta w czasie ¢ miesigcy zgodnie z zalezno$cia N (¢)=20- ™! Oblicz (podaj):
a) liczbe krolikow wypuszczonych na wyspe,
b) liczbe krolikow po uptywie 20 miesigcy,
¢) liczbe miesigcy potrzebng na podwojenie si¢ populacji krolikow.
W obliczeniach przyjmij e~2,72, ¢*~7,4, In2~0,7.
Rozwigzanie

a) Z zalezno$ci N(t)=20- % odezytujemy, ze na wyspe wypuszezono 20 krolikow.

b)  N(20)=20-""* =20-¢% skad

N(20)~148.
¢) N(r)=2-20, wigc 20-e™" =40 /:20 ¢ =b, wigc a=log,b
PUATIPS log,2=1n2
0,1z=log,2 /-10
t=10-In2
t~10-0,7, skad t=7.
Odp.: a) 20 krolikow, b) 148 krolikow, ¢) 7 miesigey. J

Cwiczenie 22. Wzrost populacji P (w milionach 0sob) pewnego kraju od 2010 roku
okresla zaleznos¢ P(r)=18-e""". Oblicz (podaj):
a) liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2010 roku,

b) prognozowang liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2030 roku.
W obliczeniach przyjmij e= 2,7.

*) ¢ — stala Nepera, e=2,718281828... .
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Odpowiedzi do ¢wiczen
t
17. Zauwaz, ze ty=0.a) f(t)=f(t)-3', b) f(t)=f(t0)-(§), o) f(1)=r(1)-(1,75),

d) 1(1)=1(1)-(0,97)".

¢) 1000 i zmniejszenie o 8%, d) 1200 i czterokrotne zwigkszenie.

18. a) 20 i pigciokrotne zmniejszenie, b) 3000 i zwickszenie o 4%,

19.a) f(r)=1200-(1,02)', b) okoto 1325 ryb.
21.a) 15 g, b) 40 dni.

22. a) 18 milionéw, b) 48,6 milionow.

20.2a) f(r)=12500-(1,04), b) okoto 18 503.

Zadania utrwalajgce

1.34. Przerysuj do zeszytu ponizszg tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkoSci.

| —

|/ - | Nazwa towaru

Obecna cena

Wskaznik rocznego
wzrostu ceny

Cena po ¢ latach

przescieradto

samochod

zyrandol

29 zt
32 000 zt

2%
10%

270-(1,07)'

1.35. Przerysuj do zeszytu ponizszg tabele i w miejsce ll wpisz odpowiednie wielkoSci.

Obecna wielkos$¢

Czas podwojenia

Wartos$¢ populacji po 7 latach

populacji populacji
1000 10 lat ]
1 000 000 25 lat I

250 0002201

1.36. Przerysuj do zeszytu ponizszg tabele i w miejsce ll wpisz odpowiednie wielkoSci.

—

|/ = Pierwiastek

promieniotworczy

Czas
polowicznego
rozpadu

Obecna ilos¢
materialu
radioaktywnego

Wielkos$¢ materiatu
radioaktywnego
po czasie ¢

otow: 210pp

polon: 21%Po

tal: 209T1

t
10-(0,5)22 lat
t

100-(0,5)140 dni
500-(0,5)*" minut

. III
’ III




Zestaw powtorkowy 31

1.37. Na poczatku obserwacji kolonia bakterii liczyta 100 osobnikow. Bakterie te roz-
mnazajg si¢ przez podzial komorki i liczebno$¢ ich populacji wzrasta wyktadniczo
w pierwszych 24 godzinach obserwacji. Wiedzac, ze kolonia bakterii podwaja swoja
liczebno$¢ w ciggu 30 minut, oblicz, ile bakterii bedzie liczyta po uplywie:
a) godziny, b) 5 godzin, ¢) doby.

1.38. Liczba bakterii w pewnej kolonii powigksza si¢ co godzing o 25%. Kolonia ta o go-
dzinie 15% liczyta 1 000 000 komorek.
a) Napisz wzor opisujacy liczbe bakterii kolonii w zaleznosci od czasu ¢.
b) Oblicz, ile bakterii bedzie liczyta kolonia o godzinie 18,

1.39. Liczebnos¢ populacji zukow wzrasta w ciagu miesiaca o 5%. Wiedzac, ze na poczatku
byto 10 000 zukoéw, oblicz:
a) liczebno$¢ populacji zukéw po 3 miesiagcach,
b) liczbe miesiecy, po uptywie ktérych bedzie 11 025 zukow.

1.40. Wartos¢ samochodu maleje w taki sposob, ze kiedy ma on ¢ lat, jego warto$¢ W okre-
§lona jest wzorem W (¢)=30000-(0,9)’.
a) Podaj wartos¢ poczatkowa samochodu.
b) O ile procent rocznie maleje cena tego samochodu?
¢) Podaj ceng tego samochodu po uptywie dwoch lat.
d) Po ilu latach samochdd ten bedzie wart 19 683 zt?

1.41. Podgrzewany garnek z zupa gospodarz zdejmuje z palnika i odstawia. Tempera-
tura T garnka, wyrazona w stopniach Celsjusza, jest w procesie stygnigcia opisana

t
wzorem T'(t)= 100-(%)10, wg prawa stygniecia odkrytego przez I. Newtona gdzie

czas t mierzony jest w minutach.

a) Podaj temperature garnka zaraz po zdjeciu z palnika.
b) Oblicz temperature garnka po uptywie 10 minut.
¢) Czy po 30 minutach mozna podnies$¢ garnek gotymi rekoma, nie dotykajac uchwytow?

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wltasciwg odpowiedz sposrod podanych.

41—\5

V2+1 .
) jest rdbwna:

Warto$¢ wyrazenia (

A. 4, B. —, C. 4, D. 16.

-
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2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

i
Y34
Wartos$cia wyrazenia [(%/5 ) } jest liczba:

A. 2, B. 4, C.o6,

Dokorncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz spo-

srod podanych.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyktadni-

czej f okreslonej wzorem f(x)=a™.

Wynika z tego, ze:

A.a=v2, B.a=2, C. a:%, D. a=+3.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz spo-
srod podanych.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji okreslone;j
wzorem f(x)= (%jx —2. Prawda jest, ze:

A. funkcja f'nie ma miejsca zerowego,

B. Y, = <—2; +0),

C. do wykresu funkcji f'nie nalezy punkt (—1, 0),

D. funkcja fjest funkcja malejaca.

L
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=Yy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do wykresu funkcji wykladniczej f okreslonej wzorem f(x)=a" nalezy punkt

A= (—1, %j . Punkt B nalezy do tego wykresu, gdy:

as=(23).,  ms-(31) cs-(a}
2 22 9

Funkcje f(x)=2" i g(x)=a majajeden punkt wspolny, gdy:

A. a=0, B. a>0, C. a<0,

b o)

. Dokoncz zdanie. Wybierz wltasciwg odpowiedz sposrod podanych.

D. a<0.



Zestaw powtorkowy

7. Funkcja wyktadnicza f okre$lona jest wzorem f(x)=a".
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest fatszywe.

Jezeli a=5,t0 f(x)=4, gdy x=logs4.

Jezeli a=3,to f(x)ZZLT gdy x=-3. P

a >a, gdy a>1

a>d, gdy a>1

8. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Jezeli g(x)=2"" 1 f(x)=2% to wykres funkcji g mozna otrzymac, 30
przesuwajac wykres funkcji f wzdhuz osi x o 3 jednostki w prawo.
X
Jezeli f(x)= (%) i g(x)=2" to wykresy funkcji /i g sa .
symetryczne wzgledem osi y.
3Y 2)"

Jezeli f(x)=|=| 1 g(x)=|=| ,towykresy funkcjifigs

76)=(3) 1 2(0=(3] o wresy unkeiii ¢ 54 N
symetryczne wzgledem osi x.

X
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9. Funkcja g okreslona jest wzorem g(x)= 64ix , gdzie x € R . Funkcja g:

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie sposrod 1. albo 2.

X
jest = [64;]
A. funkcj 1. 3 3 &
ll:ln dC].a g(x)= 64° S _\/a , zatem funkcja g nie
wykladnicza 4 4% 4
o — jest funkcja wyktadnicza.
X
nie jest . [64;]
B.| funkej 2. 3 Yea \' o
unscla g(x)= 647 = 7 - _\/6_4 , zatem funkcja g jest
wykladnicza, 4 4% 4

funkcja wyktadnicza.




