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5. Funkcja liniowa i funkcja kwadratowa — odpowiedzi
i wskazowki

Funkcja liniowa
5.1.a) f(x)z%x—6, b) f(x)=—3x+2/3-5, 0 f(x)=—4x+11, d) f(x)=3x-5.

Wskazowka: d) f(x)<2,gdy xe (—oo; %j, wigc punkt o wspotrzednych (%, 2] yA
4 (3,4)
nalezy do wykresu funkeji /. f(x)24, gdy xe(3; +o), wigc wykres funkcji ;
4=3a+b 1 (E’ 2]
przechodzi przez punkt (3,4). Rozwiaz uklad rownan 5 7 y ol 1 e
=—a+
3
) ~r=/(x)
5.2. Dwa przykladowe wykresy funkcji y = f(x). s
YA VA

8 7N 1 -8 SN 0| 1
M B

—4 —4

By
=Y

53. f(x)=2x+51ub f(x)=—2x+7.

Wskazowka: Z warunkéw zadania funkcja fjest rosngca albo malejaca, stad warto$¢ najmniejsza lub
warto$¢ najwicksza przyjmie na koncach przedziatu. Zatem sa takie dwie funkcje. Do wykresu jednej naleza
punkty o wspotrzednych (—4,-3) i (5,15), a do wykresu drugiej naleza punkty o wspotrzednych (—4,15)
i(5-3).

54.a) x; =0, x, =-2, b) xp=-1.

Wskazéwka: f(x)=2x+4, a) |f(2x)=]2-2x+4|, b) f[f(x)]=2(2x+4)+4.

5.5. a-b=—-6.

Wskazéwka: Miejsce zerowe funkeji f(x)=3x+b to xy = —g, miejsce zerowe funkeji g(x)=ax—2
to xg =z, gdzie a #0. Zatem —é=z, skad ab=-6.
a 3 a
5.6.2) b=3, b) g(x)=2x-6, 0 P=20%.
Wskazéwka: a) f(x-1)=2(x-1)+b i f(x-1)=2x+1, wicc 2(x-1)+b=2x+1,

3
¢) wierzchotakmi trapezu sg punkty o wspohrzednych: (—5, 0), (0,3), (3,0), (0,-6) .
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5.7. a) f(x):%x+%, b) f(x):—§x+2§.
Wskazowka: a) 1 sposob

Jezeli f(x)=ax+b,to f(2x—1)=a(2x-1)+1 i f(2x-1)=3x-1.

Zatem a(2x-1)+b=3x-1,skad 2a=3 i —a+b=-1.

II sposéb

Do wzoru f(2x—1)=3x—-1 wstaw za x dwie dowolne liczby, na przykiad % i %, otrzymasz uktad rownan

Zatem wykres funkcji f przechodzi przez punkty (0, %) i (—%, Oj.

1 1
5.8. =—x+1—-.
a) f(x) Sx+15
Wskazéwka: Do wzoru f(x+1)= f(x—1)+1 wstaw x=0 iotrzymasz f(1)=f(-1)+1,
skad f(-1)=1. Zatem wykres funkcji f/ przechodzi przez punkty (1,2) i (-1,1).
59. m=-2, P=(-3,-3).

Wskazowka: Wspotrzgdne punktu P wyznacz, rozwigzujac uktad rownan okreslajacych proste

y=-3x+3m—6 oraz y=x iotrzymasz P= (#, 3m4—6).
Wspolrzedne tego punktu spetniajg rownanie prostej y = 7%x+ 2m, czyli 3m4— 6 = 7% . 3m4— 6 +2m.

5.10.2) me(-1;3), b) m e (—o0;—2)U(6;+), ) m=2,
d) m=-1lub m=3, e) m=1.
Wskazdwka: Funkcja liniowa f jest: a) rosnaca, gdy 2—|m—1>0 < |m-1<2 < -2<m-1<2,
b) malejaca, gdy 4—[2—m|<0,
¢) stata, gdy m> -8 =0, czyli m=2,
d) stala, gdy 2—|m—1=0, czyli [m-1|=2,

e) malejaca i jej wykres ma $rodek symetrii (w punkeie (0, 0)), gdy spelniony jest uklad

~ [a<0 , —|m+1)<0 m#—1 mzE—1
warunkow , czyli gdy , skad lub ,wiec m=1.
b=0 m?—1=0 m=1 m=-1
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5.11.a) m=4, b) nie istnieje takie m.
Wskazowka: Wykresy funkcji liniowych sg prostymi:
a) rownoleglymi, gdy ich wspotczynniki kierunkowe sa rowne, czyli gdy %m -3=m-5,
b) prostopadtymi, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spelniaja warunek (%m - 3j(m -5)=-1.

VA

5.12.a) x =2, x, =1, b) xe(—4;—l)u(%;+oo).

“y

-1
78 :/0 1

5.13. a) Tak, b) nie.
Wskazowka: Funkcje f1 g sa rowne, gdy maja one rowne dziedziny i mozna je okresli¢ takim samym

wzorem.

5.14. Réwnanie ma:
® zero rozwigzan, gdy m e (—o0;5),
e dwa rozwigzania, gdy me(5; +%),

e nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy m=5.
Wskazowka: Z definicji wartos$ci bezwglednej wynika:

x—4, gdy x=>4 x+1, gdy x=-1
|x—4|= oraz |x+l|= .
—x+4 gdy x<4 —x-1 gdy x<-1
Liczby 11 4 dziela zbior R na przedziay: (—o0; — 1), (-1;4), (4;+00)
Sporzadz wykres funkcji fokreslonej wzorem f'(x)=|x—4|+|x+1].
—x+4+(-x-1), gdy xe(-» '71)

f(x)=4—x+4+x+1, gdy xe(-1 , czyli
x—4+x+1, gdy xe<4 +00)
—2x+3, gdy xe(-o0;—1)
S(x)=45, gdy xe<—1; 4)
2x-3, gdy xe(4+x) ._________-________________2)_:_%_.
Prosta o rownaniu y =m , gdzie m € R , jest rownolegta do 1
osi x. Liczba rozwigzan rownania f(x)=m jest rowna 10 4 .

liczbie punktéw przecigcia si¢ wykresu funkcji f1 prostej

y=m  Zatem prosta y=m :

e nie ma punktéw wspolnych z wykresem funkcji f; gdy m e (—o0;5),

e ma nieskonczenie wiele punktéw wspolnych z wykresem funkcji f, gdy m =5,

e ma dwa punkty wspolne z wykresem funkeji /; gdy m e (5; +).
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5.15.

C[3x+2, gdy xe(-3;-2)
2 f(x)_{x—2, gdy xe(-21) °

~ o

na

-3 0 .

0, gdy me(—0;=7)U(-1L+x)
I, gdy me(-7;,-1) ' 7

Liczba rozwigzan jest rOwna: {

-7

3, gdy x<-1
b) f(x)=4-2x+1, gdy -1<x<2, YA
-3, gdy x>2

Liczba rozwiazan jest rowna:

=Y

0, gdy m e (—o0; —3)U(3;+x)

1, gdy me(-3;3)

ieskoniczenie wiele, gdy m e {-3;3}

X, gdy x>-2 YA
x-=2, gdy x<-2’

0 f(x)={

0, gdy m<0

2, gdy me(2;+0)u{0} N ()
3, gdy m=2 ’

4, gdy me(0;2) A2

=Y

Liczba rozwigzan jest rowna:

O

0, gd —4;-2
Liczba rozwiazan jest rowna: { gdy me( )

I, gdy me(-o;—4)U(-2+x)

5.16.2) Y, ={0,1,2,3,4,5,6}, b) ¥s ={—%%} Dy =R\{2}.

y VA
% — /()

y=7(x)

=Y

Y
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. ~ A
5.17 a) Przesunigcie o wektor @ =[1,-2]. ?
y=/(x)
Ay
S N~
1 -
\\ -
-5 . 0" 6 x
\ V=g x,
YA
b) Symetria wzgledem osi x.
y=/fx
\\
\ N s
N N |
\ N -
y P >
5 \ 0" X
\- ‘
£05)
[y=-/¥)
v A
¢) Symetria wzgledem osi y. y=f(x
Ay
50N\ k- 6 | x
\\ // [
y=7%

5.18. g(x)=/(x-1)-1
Wskazéwka: Wykres funkcji g otrzymano przesuwajac wykres funkeji f(x)=|x| o wektor i =[1,-1].
Piszac wzor funkcji g skorzystaj z wzoru g(x)= f(x— p)+q, gdzie ii =[p, q].

519.2) f(x)=x+1, Dy =R\{-2,1},

4 \
b) &
R 7
1
2 A1 0 1y
1
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sA
14-¢, gdy 1e(0;3) 63 QD
5.20. 2) s(1)=142, gdy re(3;4), gdzie: 1 —czas [h], b) )

42+7(1-4), gdy te(47) s(¢) — droga [km], 42
35
28
¢) Rowerzysta przejechat 70 km, d) 9l kﬁ, e)9 kﬂ 21
3 h h 14

Wskazowka: d) v, = % ! >

22 ol 1 34 677

"
5.21 x5 = —2l
. 0 2 .
Wskazéwka: Rownanie prostej y = %x +% przechodzacej przez punkty (-2,0) i (3,2) po przesunigciu
- . 2 4 2
o wektor w=[2,1] ma posta¢ y-1 :g(x—2)+g, skad y :gx+1.
5.22.2) p(T)=-0,000187 +1,0018,

b) p(18°)=0,99856.

5.23.a) p(s)=-0,085s+50, b) s ~588,2 km.

5.24. (200, 4000) — przedsigbiorstwo osiaga punkt krytyczny, gdy YA X
4000 ’
wyprodukuje 200 sztuk towaru, a jego obrét bedzie rowny 4000 zt W
3000 -
1006
e 100 200 x
A V[Lm}
5 min
—t, dy 0<¢<2
B gdy

5.25. v()= %

5
6

. km
Wskazowka: Zauwaz, ze pociag ma stalg predkos$c v rowng 50 —

gdy 2<¢<12,

f—%(t—IZ), gdy 12<1<14

h

3>
>

2 12 14 4 [min]

Skm gy 2<i<io,
6 min

. . . 5
Pozostate wzory otrzymasz, piszac rownania prostych przechodzacych przez punkty (0, 0) i (2, gj oraz

(12,%) i (14,0).
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5.26.2) K(x)=20000+90x, b) co najmniej 334 sztuki, ¢) co najmniej 359 sztuk.

Wskazowka: b) 150x >20000+90x < x> 333,(3), ¢) 60x>21500 < x> 358,(3).

Funkcja kwadratowa

5.27.9) v, :(—oo; %> b) ¥, =<1; %> ¢ ¥y =(~L1).

Wskazowka: W :(%, %), f()=1, £(0)=-1, f(2)=1.
5.28. 1.

Wskazéwka: Zauwaz, ze funkcje f mozna zapisa¢ w postaci a(x+1)(x—2).
Zatem £(0)=a(0+1)(0-2) i f(1)=a(1+1)(1-2).
5.29.2) b=-16, c =24, b) x? +x3 = 40.

Wskazowka: a) Osia symetrii wykresu funkcji fjest prosta o rownaniu x = _Zi ,gdy x=41a=2.
a

Z wzoru Viete’a oblicz c,

b) x? +x3 :(x1+x2)2—2x1x2.

_ 5++/5
5.30. a) f(x)=x275x+5, x1=5 2\/5, Xy = +2\/—

’ b) f(x):)‘:277’ xl:7\/7’ x2=\ﬁ,

0 f(x)= (x—3)2, xo =3, d f(x)= x? —4x+7, nie ma miejsc zerowych,

) f(x)=x?—6x+1, x;=3-2V2, x, =3+2V2.

531. xe <—1; 1> .
3

Wskazowka: Jesli xy =1,t0 xp =———= —1.
33 3

532. a=31ib=2.

Wskazowka: Zauwaz, ze x,, =—1, gdzie x,, = —g oraz f(xy)=g(x9)=0,
czyli x3 +2xy—a=xg —axy +2, wiee x, (2+a)=2+a,skad xy =1, gdy a=-2 (jesli a=-2, to funkcje fi
g beda identyczne). Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji /1 g, wige z réwnosci f (1) =0
albo g(1)=0,czyli f(1)=g(1) oblicz wspodtczynnik a.
533. b=-2 i ce(-4V2:4V2).

Wskazowka: Funkcja f ma jedno miejsce zerowe, wigc b —4= 0,skad b=-2 lub b=2.
Poniewaz funkcja g przyjmuje tylko wartosci ujemne, wige b <0, czyli b=-2.

Funkcja g nie ma miejsc zerowych, gdy ¢ +16b<0.
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534.a) m=—4, n= —%, b) nie.

Wskazowka: Jezeli miejscami zerowymi funkcji /i g sg liczby x; 1 x,, to korzystajac z wzoréw Viete’a

2 . . 1 1. n 2 1
otrzymasz xj+Xx, =——, gdzie m #0 i x;-xy =— oraz xy+xy, == i x;-xp =—,skad ——=—
m m 2 2 2
.1 n
I —=—
m 2
| YA
535. m=2—.
4
g 4
y=x+z i =—x? +4x
1! =
o] 3 X
2

Wskazowka: f(x)=g(x) < - tdx=x+m < x> -3x+m=0.
Warunki zadania sg spetnione, gdy rownanie x> -3x+m=0 ma jedno rozwigzanie, czyli gdy A=0,
gdzie A=9—-4m .
5.36. 1 e (—0;3)U(7;+ ).

Wskazowka: Warunki zadania sg spenione, gdy A>0 i x% + x22 >X+Xx,

gdzie x +x3 =(x;+x, )2 —2x1%,.

537. m=-1.a) y=x’+4x+3, b) (-1,0).
Wskazowka: Jezeli punkt W = (xw, yw) jest wierzchotkiem paraboli, to z warunkow zadania mamy:
w=m-1

Yy =—m> —m—1, , skad (m—l)(—mz—m—1)=2.
Xy Vi =2, gdyxwio

538 m=-1.

Wskazowka: Funkcja f ma dwa miejsca zerowe, gdy m> —4m>0 (A>0).
Warunek (x;+2x,)(x +2x)=1 < xx +2(x +x, )2 =1.
Z wzordw Viete’a x;-xy =—m i Xx; + X, =m, wigc warunki zadania sa spetnione, gdy 2m* +m—1= 0, skad
m=-1lub m= % Uwzglednij warunek A >0, otrzymasz odpowiedz.
5.39. m=3.
b 2(m+3) P

Wskazowka: ——=———+-=3 i —i=3,wi¢;c 2(mi-i_'%)zlgdzie m #1.
2a 2(m—1) 2a 2(m—1)
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log,c log,a

5.40. Wskazowka: log >-c-log > a= .
“ ¢ log,a* log,c? 4

. 1 b b 1 b
Zauwaz, ze x1+x2:Z:—; 1 xw:—Z:E- - |=

5.41.Wskazowka: Zauwaz, ze funkcja f' ma miejsca zerowe, wiec b2 —4c>0 i wyrdznik A g funkcji g ma

2 2
wzOr Agz(m—l) -(b2—4c). (m—lj >0 1 b2—4cZO,wi¢c AgZO.
m m
5.42. a) L b) o
\ II I
: 1
II y= (x)
y= @A 1 \ o =
X) ; R \ 27
/’\\O L ; / >
RS oy g
y'l \
c) YA d) YA
y=r(x)
:f(x 1
1 T,
) 2 0| 12 X
0 %

. . . . X2 - I, gdy x<-1
Wskazéwka: a) Funkcje f zapisz w postaci f(x)=(1-x)-|x+1|, skad f(x)= .
—x? , gdy x>-1

2 x— < >
b) Funkcje f'zapisz w postaci f(x)=x2+x+ x2—1|,skqd f(x)= 2x"+x-l, gy x<-l lub x>1
x+1, gdy -l<x<l
2

o . |x"-4>0 x € (=005 —2) U (2; +00)
¢) Okresl dziedzing funkcji f* , skad

,wiec D, =1{-2;2},
4-x2>0 xe(-22) o Dy =t22)

skad f(-2)=1 oraz f(2)=1.Zatem f(x)=1,gdy xe{-2,2}.

L edy Lx2-250
d) Dy =R\(-2,2} f(x)= 2

-1, gdy %xz -2<0
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5.43 a) (R Réwnanie f(x)=m ma:
/ v o 0 rozwigzan, gdy m e (—o0;—8),

e | rozwigzanie, gdy m=-8,

=Y

® 2 rozwigzania, gdy m € (—o0;0)U(L; +x),
® 3 rozwigzania, gdy m=0 lub m =1,

® 4 rozwigzania, gdy me(0;1).

b) | Roéwnanie f(x)=m ma:
\ x y=r(x) o 1 rozwigzanie, gdy m € (—o0;—1)U(0; +00),
L >

T % ® 2 rozwigzania, gdy me{-1,0},

' ® 3 rozwigzania, gdy me(-1;0).

5.44. Przesunigcie o wektor o wspolrzednych: a) [-3,-16], b) [-1,-5].
Wskazowka: Zauwaz, ze wykresy funkcji 1 g sa parabolami przystajacymi do wykresu funkcji
a) y=x*,b) y=-2x". Wystarczy wzor funkcji g przedstawi¢ w postaci g(x)=a(x— p)2 +q, gdziepig
sa wspolrzednymi wierzchotka paraboli okreslonej réwnaniem:
a) y=x>+6x-7 =(x+3)2 -16,

b) y=-2x" —4x—T=-2(x+1)* =5
v

; y=g(m)

0+ 1 m
Wskazowka: Zauwaz, ze prosta o rtownaniu ¥ =m z wykresem funkcji fma:
o jeden punkt wspotny, gdy m e (—o0; —1)U(0; +0),
o dwa punkty wspoine, gdy me{-1,0},
e trzy punkty wspoine, gdy me(-1,0).

1, gdy me(—o0;—1)U(0;+x)
Zatem g(m)=42, gdy me{-1,0}
3, gdy me(-10)
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5.46.Gdy x<0,t0 f(x)=(x+2)"+1,

a) b) )
4, gdy me(L5) 74 y=g(m)
3, gdy m=5 H T T 779
g(m)= 2, gdy me{l}u(5;+wx) . :_
0, gdy me(-o0;1) 1 R
of 1 5 m
%

Wskazéwka: Gdy x<0,t0 f(-x)=(-x- 2)2 +1= [—1 (x+ 2)]2 +1=(x+ 2)2 +1.

5.47. a) 12w dziesiatej sekundzie, b) 20s.
s
Wskazéwka: Funkcja V jest funkcja kwadratowa. a) ¥y, =V (10), b) ¥ (¢)=0.
5.48. a) 35 pokoi, b) 33 pokoi.

Wskazéwka: a) P(x)=20-120+x(120—4x), gdzie x to liczba pokoi wynajgtych powyzej 20
i xe<0;20> ixeN,
b) Py (x)=P(x)—~16(20+x).

5.49. xo =10.

Wskazowka: Cena rownowagi to cena x; dla ktorej warto$¢ popytu rowna jest warto$ci podazy,
. . 1 1 .
czyli gdy p(xy)=q(xp), czyli 80—3x, —5x§ =60 —5x§ i x5€(0,50).

5.50. 251, 25l.
2 2
. 2 2 2 . -102
Wskazowka: f(x)=x"+(51-x)" =2x"—102x+2601 , wigc x,, = 55

5.51. Zysk bedzie najwigkszy, gdy zaktad wyprodukuje okoto 82 sztuk. Z(x) — zysk, wigc Z(82)~3902 zL
Wskazowka: Z(x)=U(x)—K(x), skad Z(x)= ~0,6x% +98x—100.
5.52. W piatej godzinie sprzedano 20 kg owocow.

Wskazowka: f(n)=0, gdy 8n—%n2 =0, skad n; =0 lub n, =10.

Funkcja f(n) jest funkcja kwadratowa, ktorej wspotczynnik przy n? jest rowny 5 Ma ona warto$¢

n +ny :O+IO:5, me:f(S):zo kg

najwicksza, gdy n= 5
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5.53.a) t=10s, b) po 5s, h=100 m.
Wskazéwka: h(t)=0, gdy =0 lub ¢=10. Zatem cialo upadlo na ziemi¢ po 10 sekundach.

Jego wysoko$¢ nad ziemig byta najwieksza, gdy ¢ = i; =5s, yyx =h(5)=100.

5.54. P =(—l, 3) .
2

Wskazowka: Réwnanie prostej KL ma posta¢ y =—3x—3. Punkty M, N wyznacz, rozwiazujac

y=-3x-3
uktad réwnan { 2 4y skad M =(-2,3), N =(1,-6), a nastgpnie napisz rownania stycznych
y=-x"—4x-

przechodzacych przez punkty M i N, korzystajac z wzorow y—yu =ay (x—x37), y—yy =ay(x—xy).
=—6x

! ' =3
gdzie ay; = f (-2)=0, ay = f (1)=-6 . Rozwigzujac uktad {y 6’ otrzymasz odpowiedz.
y=

5.55. f(x)=k[p(x)]=x+4, Dp(—0;1), = p[k(x)]=Vx? e = (0 —=2) U (234 0).

Wskazowka: f(x)=k[p(x)] :f(m)=5—(m)2 =5-1+x,

Dy=R i D,=(~m;1), wicc Dy =(~o0;1).

g(x)=p[k(x)]= p5 x? \/1 5—x? \/x2 4ix*-4>0.




