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9. Ciagi liczbowe — odpowiedzi i wskazowki

Wiasnosci ciggow liczbowych

9.1.2) . b) 1,5,23,119.

E

oo | L
W | W

2
33’

AW

9.2. a) Nie, b) tak.

bn+1

Wskazowka: Wystarczy sprawdzi¢, czy iloraz g = jest staly (czy nie zalezy od n, gdzie ne N™).

n

93. a,=0, a3=0, a5 =0.

9.4.2a) 2, g, ﬂ, ﬁ, b) 1, 3, 2, E
4 40 3280 2

9.5. Tak.

a = 2

wiec a, .1 —a, =10 = const.
a,.1=a,+10’ € n+1~An

6.6. Wskazowka: Poniewaz {
Zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny o wyrazie pierwszym a; =2 irdznicy r =10.
9.7. Wskazowka: a,,|=2a,+1 < a,,—2a,=1

Zatem 2" +1-2(2" -1) =27 1= 2" 21, cnu.

9.8. b) an 220, ajy =21.

20 3n+1_(2n-1)(n-1)_

Wskazowka: a) a, = 1,
) n 2n-1 2n-1
b) rozwigz rownanie (n —1)3 —n3=-1261.
1 4 1 -
9.9.a) a,=n—"7—, b) @, ==n+=, ¢) a,=9-10"",

Wskazéwka: Skorzystaj z zaleznosci a, =S, —S,_;.

9.10.a) n=3, b) a1, a, as.
5 41 3281 5

9.11.2) 2,2, — 2= b) 1,3,2,>.
) 4’ 403280 ) 2

9.12. a=3n+4.

9.13. Wyraz a; i wszystkie wyrazy od dziesigtnego poczawszy, czyli a,, a,,, ... .
3
Wskazéwka: 6x* —13x+6>0, gdy x< % lub x> 5 Zatem wyrazy ciggu spelniajg warunek

2n 3

2n 2 b >5,czylin<%1ub n>9.

n+3 3 n+3

9.14. Wskazéwka: Uzasadnij, ze nierowno§¢ (2n+1)(2n—1)<0, gdy ne N * | nie ma rozwigzania.




144 9. Ciggi liczbowe — odpowiedzi i wskazowki

9.15. Ciag (an) jest: a) rosnacy, b) niemonotoniczny, ¢) malejacy.

9.16. Ciag (an) jest: a) malejacy, b) rosnacy.
9.17. Wskazéwka: Uzasadnij, Ze spetniona jest nieréwno$é a,,1 —a, <0, gdy ne N .
9.18. a5 —b5 =390

13
Wskazowka: Zauwaz, ze as =[ 9 j =715, oraz by =13,b; =37,b4 =109, b5 =325.

Ciag arytmetyczny i ciagg geometryczny

g=1 g=5
9.19. 62 lub
ay=— a = 2
3
Wskazowka: Liczby ay=a, ay =aq, az = aq2 sg trzema poczatkowymi wyrazami ciggu geometrycznego.

Z warunkéw zadania wynika, ze

a+aq+aq® =62 - {a+aq+aq2:62 - {a+aq+aq2:62
aq2—aq=5(aq—a) aq(q—1)-5a(qg-1)=0 a(q-1)(q-5)=0

9.20. Szukane liczby to: 8, 5,2 Iub 2,5, 8.
Wskazowka: Liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny, czyli b=a+r, c=a+2r. Liczby a, b—1, c tworza
cigg geometryczny. Z warunkow zadania otrzymasz uktad
a+a+r+a+2r=15 a+r=5
2 f= .
(a+r-1)"=a(a+2r) 16=a(10-a)

ag =2 dg =32
9.21. lub .
qg=-1 qzi\/z

rownan {

, ‘ a(l=a")
Wskazowka: Skorzystaj z wzoru S, = T, gdzie g #1

i uwzglednij warunki zadania a; =2 i Sg =584, otrzymasz réwnanie = N
-9 -9

gdzie q4>0 ig=#L

Stad q8 —5q4 +4=0, gdzie q4 >0 i g #1. Uwaga: Jezeli g =1,to Sg#5-54.
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9.22. Szukane liczby to 31, 31, 31 lub 3, 15, 75.

Wskazowka: Liczby a, b, c tworza ciagg geometryczny i niech a =a;, b=a,, ¢ =a; sa wyrazami ciggu
arytmetycznego, czyli @y =a, b=a+r, ¢ =a+6r, gdzie r to réznica ciggu. Z warunkow zadania otrzymu-
a+b+c=93

b = ac

at+a+r+a+6r=93 a=3l1 a=3
) , ske}d{ lllb{ .
(a+r) =a(a+6r) r=0 r=12

jesz uklad réwnan: { . Uwzgledniajac, ze a; =a, b=a+r, c=a+ 6r, otrzymujesz

9.23. x=2.
Wskazowka: Z wtasnosci ciagu geometrycznego:
2
(¥ +3x) = (x+3)(11x-2) & (¥+3)(x=2)(x" +5x-1)=0.

Wyrazy ciagu sa liczbami catkowitymi, gdy x=2 lub x=-3.
Dla x=-3 ciag nie jest geometryczny (0, 0, —35), dla x =2 ciag jest geometryczny (5, 10, 20).

9.24. Dziewig¢ wyrazow.

Wskazowka: q2 =24 _ l, wigc g = - Iub g = l Poniewaz ciagg nie jest monotoniczny, wiec g = L
a, 4 2 2 2
. 7 1y (1Y
ia=160. S, =106—,¢gdy | ——| =|—=|.
=160, 5, =106 ey (-3 ] (-3

9.25. Wskazdwhka: Ciag (a,) jest geometryczny, Wige a2 =a,_; - dy,1, skad log,, a’= log,, (an,l -a,,H)

log,a,_+log,a
(logarytmowanie stronami), czyli log pan = Epn 12 Ep In+1 .

9.26. r=01ia; #0 lub r =01 g =2r.

. 2 . s
Wskazéwhka: Z warunkow zadania: —1— = M, skad r(a; —2r)=0.Jesli r=0,t0 a; #0 lub jesli
a+r a +4r

a=2r,to r 0.
9.27. Wskazéwka: (a+b+c)(a—b+c)= a?+b>+c2, skad
a® —ab+ac+ab—b*+bc+ac—bc+c =a® +b? +cz, czyli 2% +2ac=0 wigc b? =ac.

Zatem liczby a, b, ¢ tworzg ciag geometryczny.

9.28. ge _1+\/§;1+¢§ :
2 2
9.29. 10".
19
Wskazowka: Jesli alqg =10,t0 ay-ay-ay-....ajg =a119 vq] BEARAEE =(alq9) .
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9.30. 4, =10'%.

Wskazowka: Z warunkow zadania:
1° aq +a3 +05 +...+1199 = 100(02 +a4 +a6 +...+0100),
skad a (l-i—q-i—q2 +...-0—q98):100-alq(1+q2 +q4 +...+q98), wige 100g =1.

100
14+2+3+...498 :10100 100 _(10100) )

2° 10g(a1-a1q-a1q2~...~a1q99):100, czyli alloo-q , Wige aqp " =

63 (2"
9.31. an:?' g .

ﬁ+1=c]2+1, q2+1=§,
as as 25

. . . asta
Wskazowka: Zauwaz, ze 519 -

skad qz% lub qz—%.

Ciag (a,,) jest malejacy i zbiezny, gdy ¢ =%, wiec ap +ay +ag+...=6, czyli lalq2 =6,skad o :%.
—-q

9.32. Wskazowka: Wykaz, ze iloraz g = G+l jest liczba (nie zalezy od n).
an
9.33.2) k>0, b) k=v2+1.
7 ' k(n+1)_ kn >0 k>0
Wskazowka: a) a,, 1 —a,>0 < n+l1 n+1 =1 )
neN”

neN*

2

ay+(V2+1) 5k §k+‘/5+1

by as=2 V") K3
2 6 2

1 1
= + ,
at+tc a+b b+c

9.34. Wskazowka: Z warunku zadania i wlasno$ci ciggu arytmetycznego:

2 2
czyli 2 _ a+2b+c skad p2 4 +c
atc (a+b)(b+c) 2
9.35.2) x, =25, b) x =184, 0 x0:20§.
9.36. ), = 660

Wskazowka: Liczby 11, 19, 27, . . ., 99 tworza ciag arytmetyczny (an) o roznicy r =8,
w ktorym a; =111 a, =99, czyli 99=11+(n-1)-8, skad n=12.

11+99
2

Zatem Sj, = 12
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A Py 15

937.a) Tff - Si=5; - b)

3Y

1 3 1
2 4

A=

1 1
—_— 4 —
6 4

111 (2 1 (3 1(n 1 22 32 n?
b) — S t— | S| = | S| k| =] =gt Gt =
n

n n \n n \n n \n n3 n3 n3 n3

4 1 9 116
—_—t - — . —

Wskazowka: a) Sy =B+ P+ P+ Py =
e SRR TS 6 416 416

A=
—_
—_

:L(lz+22+32+m+n2):%.n(n+l)(2n+l):(n+1)(2n+1) .
n

n 6 6n>

9.38. Wskazdwka: a; =3, ay =1, a3 =2-1-3=-1, a4 =2-(-1)-1=-3.

Zauwaz, ze kolejne wyrazu ciagu (a,,) roznig si¢ 0 2, wigc #=-2 i @ =3. Zatem a, =3+(n—-1)-(-2).

Granica ciagu

S, =

1

6n>

(n+1)(2n+1) .

=—(12+22+32+42).

4-16

Nr zadania 9.392a) | 9.39.b) | 9.39.¢) | 9.39.d) | 9.39.¢) | 9.39.1)

Odpowiedzi = -5 1 0 0

242

Nrzadania | 9.402) | 9.40.b) | 9.40.¢) | 9.40.d) | 9.40.¢) | 9.40.1)

Odpowiedzi 2 0 2 -1 0 -3

128

Odpowiedzi +00 —0 +00 —0 +0 | nie istnieje
Nr zadania 9.41a) | 941.b) | 9.41.¢) | 9.41.d) | 9.42.a) | 9.42.b) | 9.43.a) | 9.43.b) | 9.43.¢)
Odpowiedzi 1 -1 0 0 7 _1 +00 2 2
4 8 6 5
Nr zadania | 9.43.d) | 9.43.¢) | 9.43.1) | 9.44.a) | 9.44.b) | 9.44.¢) | 9.44.d)
5
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4 1
9.45.2) 1, b) —, 0 —, d) 0,
a) ) 3 ) 16 )

e) 1, f 1, g) +o.

1-6" L(,n
) L 7(6 —1)
Wskazdwka: ¢) a, = 146467 +..%6 __1-6 __ > =— !

1-36" 162" (1-6")(1+¢") 5(1+6”)'

f) Przeksztal¢ wyrazenie n+5n+9n+13n+...+(4n2—3n) do postaci n[l+5+9+13+...+(4n-3)]

. o _ (n+1)(2n-1)
i zastosuj wzor na sume n wyrazOw ciagu arytmetycznego, skad a, =————=.

n+2
9.46. a) Tak, b) tak, ¢) tak, d) tak.
1 1
34 . ),
Wskazowka: b) lim a, =——:——=4, ¢) lim g,= lm ———F——=—,
n—>+00 1 1 n—>+00 n~>+oo(]_7).(3.7"_2) 18
I-= 1-=
3 2
. 1
d) lim ag,=—.
n—>-+oo
1
9.47.a) «, b) 5 ¢) 0.
Wskazowka: Zauwaz, ze:
- 1 I+n-1 -
a) an:l+g+§+...+”—l:l(1+2+3+...n—1):—- tn ~(n—1):n—1,
n n n n n n 2
3 n-1 1 n—1
b) g, =+5+5+..+—==1+2+3+...+n-1)=——.
g n2 n2 n2 n2 nz( ) 2n
¢) a,= ! +£+i+ +n—_1 n-l
n 3 n3 3 n3 2n2
9.48. a) 1, b) 1.
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9.49. a) 0, b) 0, €) 400.
Wskazowka: Zauwaz, ze:

S(n=1)!_5-(n-1)! 5

a) dy = n! n(n—l)! n’
by o 1= (3n-2)! 1

" (Bn) (3n-2)+(3n-1)-3n 3n(3n-1)"

1

o o - D) (=D [1n(n+1)] p24ns1 "

a, = = = = .

" 5n! Sn(n-1)! 5n 5
9.50.2) p=1, b) p=-7, ¢) p=-6, py=1.
9.51. p=3.

Wskazowka: Oblicz granice:

O U N U N

O e D) (ne2) e 2( j(“ j:nlﬂi’wmz
S ) R o
n—+oo (1 +2)(n+3) o 2( )(H ) n—)+w(1+%](l+%j
Zatem
nETooan_ngTw[(p+l).(n(jl;—(i)2+2)+(2p+2).(n-(:)—(5n)2+3)}_

) . (n+5)2 (n+5)2
S e P L )

:(p+1).1+(2p+2).1:3p+3.Zwarunk()w zadania: 12=3p+3.

9.52. a) k=-4, b) k=-1, ¢) k>2.
3 nk
Wskazowka: a) lim a,=——gdy k=-1, b) a,=-3n-2,gdy k=-1, ¢) a,=
n—>+w k+1 n’+n
9.53.2) a,=9—6n, b) —59100, ¢) 36.

Wskazowka: a) a, =S,-S, 1=9-6n i a =35,

b) sto poczatkowych wyrazow ciagu (a,) o numerach nieparzystych tworzy ciag arytmetyczny (b, ),
[3+3+99-(-12)]-100
2

w ktorym by =a; =3, by =a3=-9, skad r=-12 oraz Sy, = =-59100,

2 N2
¢ lim =% = lim _O=6n)"
n—>+00 n2 —an n—>+0 n2 —(9—6n)
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9.54. lim ¢, =1998.

n—>+ow

) ay +3r =4007 . . .
Wskazéwka: Z uktadu obliczamy r=999 i a; =1010, wigc a, =1010+(n—1)-999.
ay +6r=7004
2 _
bg”=1,25 , 1 1
Z uktadu obliczamy ¢ = -3 lub ¢ = 5 oraz by =5.

b1(1+q+q2):8,75

Poniewaz cigg (b)) jest monotoniczny, to g = 3 nie spetnia warunkow zadania.

lim ¢, =2-999=1998.

FOr] b

-l 2-[1010+(n—1)999 . .
Zatem anS'(%) ic = [ (n-1) ]_ 2:99n+2-11

9.55. a, :4—1, gdy k=1
n

lim a, =—k*+2k+3

Wskazowka: {"~*® , skad k=1
lim a,=4
n—>+0
I 1
9.56. Wskazowka: a) lim ¥a = lim a” =a’ =1, b) lim ¥a" = lim (a")" =lim =a.
n—>o0 n—>o0 n—>0 n—>0 n—>ow
9.57.a) 7, b) 8, ¢) 10, d) 12.

Wskazowka: a) Skorzystaj z twierdzenia o trzech ciggach, szukaj ciaggdw speniajacych warunki:
3-6"<4"+2.5"+3.6" <6" +2-6" +3-6".

Spierwiastkuj kazda stron¢ nierownosci:

Y3.6" <\Ja" +2.5" +3.6" <\J6" +2-6" +3-6" .

Oblicz granice ciagow skrajnych:

lim ¥3-6" = lim 6-%3=6 lim ¥3=6-1=6.

n—»0 n—>o0 n—»0

lim ¥6-6" = lim 6-¥6=6-1=6.

n—0 n—0

Spehione sa zatozenia twierdzenia o trzech ciagach, wiec lim V4" +2-5" +3.6" =6.
n—»0

b) Zauwaz, ze: 4-8" <5-3" +4.8" <5.8" +4.8"=9.8".
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9.58.2.
Wskazowka: Do oszacowania wyrazu ogolnego ciggu (an) wykorzystaj fakt, ze pierwszy
sktadnik sumy jest najwigkszy, a ostatni sktadnik tej sumy jest najmnigjszy.

2 2 2 2 2

n- < + +...+ <n- .
\/n2+n \/n2+1 \/n2+2 \/n2+n \/n2+n

. 2n . 2n . 2
lim = lim = lim =2,
n—>oo\/n2 +n n—)oon\/l_'_l n—)oo\/l_'_l
n n
fim —2" = fim — 2~ fim 2 =2
nofn? +1 "*wn\/l% M\/u%
n n

Z twierdzenia o trzech ciggach: lim a, =2
n—0

Szereg geometryczny i jego suma

9.59.2) lim S, =—> -4, b) lim S, =2.
n—>+o0 1 n—>+o0 2
Wskazéwka: Jedli g <R to S= lim S, =a
n—>+0 1-¢
9.60. 2) 3(~3+1), b) V2 +1, 0 ¥.
9.61.a) lim §, =22, b) lim S, =2,
n—>+0 9 n—>+o0 3
n
20 {1—(%] :|
n
Wskazowka: a) S, =—:@. 1_(ij A
L 9 10
10
n
1,25-|:1—(i] :|
n
s, s ()]
1 3 4
1——
4
9.62. S=1++/3. s
2 . 2 . 1 . a ﬁ
Wskazowka: ay=—= 1 ay =—, wiec ¢ =—=. Zatem S= lim §, =——=—"—
B3 Qq\/g ns+o | 1-gq

1-

i~
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1 3 2
9.63.2) x=—, b) x=->, o x=2,
) x 5 ) x g ) x 3
d) x=4, e)x=1+2\/§, f) x=1.

, . 1 ox* 1 X 22 111
Wskazowka: f)y Zauwaz, ze X——+———+———+ .. =| X+—+—+ .. |—| —+—+—+...|.
2x 2 4x 4 8x 2 4 2x 4x 8x

9.64. 2) xe(-3;+x), b) xe(-11), ¢) xe(—z;—ij, d) xe(0;+00).

9.65. Wskazéwka: Zauwaz, ze: 0,(1)= é, $in690° = sin(2-360° —30°) = —sin30° = —% .

9.66. Wskazowka: Jesli |q|<0,t0 1+q+q2+...:L oraz 1—q+q2—q3+...=i.
1-¢ l+g¢g
2 2
9.67.2)135:ﬁ, b) s=2 )
1024 3

Wskazéwka: a) Zauwaz, ze dlugo$ci bokow trojkatow 7, tworzg ciag geometryczny (b))

o ilorazie -1 w ktorym by =a, b —la b —la b —(1)n_l~a
q 23 ry s U2 P > U3 4 5.5 Uy B 5 e

a2
bﬁﬁ_[a'(;j 1:| A >3

Pole P, kazdego z trojkatow 7, bedzie wige dane wzorem P, =

4 4 oo
Bl d*V3 V31 . . - 1 .
b) P :22(n+1). por =, Zatem jest to ciag geometryczny zbiezny (bo Ze(—l,l)) ijego
2
suma § =L -9 V3 (S =ap).
1-¢q 3

9.68. ne Nt i n>9.

Wskazéwka: Poniewaz istnieje suma tego ciagu, wige g e(-11) i ¢ #0.

al _ E
g-106 1-¢g 3 a =8
Oblicz a; i q, rozwiazujac uktad rownan: 3 & 3 = 1. Z warunkoéw
- a (1 —-q ) qg=—=
S3 =6 =6 2
—-q

a(l-4" n
zadania |S—S,,|<i =S E—7)<i =S (—lj
% 3 1-¢
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9.69. k= l
2

2
Wskazéwka: Poniewaz lim a, = 5 » Wige badamy dla jakich & funkeja f (k)= k

n—>+o0 1+k 1+ k2

ma warto$¢ najwieksza. D, =R i lim k)= lim k)=01i f'(k)=0,gdy k=—1 lub k=1.
S
k — —0 k — +0

T B
9-70""6(_\/5’ 2) (2’ \E) (J§J§)S (m+2)(5—’"2)

2
9.71. f(x)=2x2+2x3+2x4+...=12L,gdy xe(-L1), f/(x)=0 < x=0lub x=21i2¢(-11),
—x

1

-1

Wskazéwka: Zauwaz, ze —1< x> —5x+5<1 (bo lgl<Di f(x)= -
x“—=5x+4

Wykaz, ze funkcja f'nie ma ekstremow w zbiorze D . Oblicz granice jednostronne na koncach przedziatow

(1;2) i (3:4).




