1. Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste i dziatania na nich

1.1. Wykonaj dziatania i okresl, czy wynik nalezy do zbioru liczb wymiernych (W) czy zbioru
liczb niewymiernych (NW).

+...
3.9 27 -l ey s
Y 0,(1)+sin330° ’ b) [(ﬁ) +\/§][\/§ (\/5) J c) 167 °82V7,

5) 5 1 3
d) (3]:5, e)( 2+5), f (V5-2).
1.2. Oblicz:

1 3
a) (¥5-2)(25 +23¥5 +4), b) {52 +2},

L A S | 1oy
) {43—33][163 +123 +93} d) [33—22}

1.3. Wyznacz liczby x i y, aby spelnione byto rownanie:

a) (V3-v2) =x+36,  b) (3-v7) =x+ 337, ) (V5-2) ~(v5+2) =x+ 5.

1.4. Wykaz, ze:

1
s ()2 s, ! ERN
a) 12§+(§) ~[2-3‘1—9 2} =5 b 32—0,25-[32—3 2} 16707 =42,

1.5. Sprawdz, czy prawdziwe sa rownosci:

1 1
a) V3-242 =——, b) V2+/3 = ,
V34242 V23
¢) V9+2V14 =2 +/7, d) V13-2430 =10 -+/3.
1.6. Sprawdz, czy liczby x i y sg liczbami przeciwnymi (czyli x =—y), gdy:
2 3 3 1
a) x= + , =22 -15, b) x= + , =J5++/2.
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8 1. Liczby rzeczywiste

1.7. Wyznacz odwrotno$¢ liczby x, gdy:

2 1 1 V2
a) x= - , b)x=—+——, [V =2—%/§,
LN N S S N RN )
d) x=33-34 e) x = 3080 2-logs4 f) x= log, 49-log, 81

- log;729-log, 7

1.8. Usun niewymierno$¢ z mianownika:

2) JI3+12 b) 4 9 12
J3-J12 1-V2+/3° V15 —J6 +/35 14’
10 12 2

DTy ) Yai2 D s 5

1.9. Porownaj liczby x i y, gdy:

a) xz%ﬁ, y=§\/§,

_3 -2 1 2 2 _2
b) x= (—3) +3-27%] +3.83, y= 3%-(1)3-9 3-(ij 342
3 3 27 55
1 3 3 3
©) x=——, y=325-320+232,
) Bova
d)x_log69~log6l6 y=N2-0.41,

- logg 3-logg 32°

e) x=45-2V6 -VVB3+42, y=9-45 +14-65,

1 logg(0,57)
f) x=log, (248 +logg 30,25, yz(gj .

1.10. Sprawdz, czy liczby x, y, z spetniajg warunek y—x=z-y, gdy:
1
a) x=12-3, y=122+3, z=9+§\/ﬁ,
b) x=sin2x, y:cos%, z:tgzz,

4
¢) x=2log5+log4, y=log8+3log5, z=log ;59.

1.11. Zamien na utamek zwykty liczbe:
a) 0,(6), b) 2,(27), ¢) 0,0(3), d) 1,2(7).
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1.12. Sprawdz, czy liczby x, y, z spetniajg warunek % = i, gdy:

a) x=0,(9), y=cos%, z=sin%,

ctoecte® oL
y=tgo ot T

327 -132

3 0
5 IS S Y S
¢) x=J5-2, y Nk z [2 %/7]’

3 3 _ logs 125
d) x=log 58, y= 2= Vg

logy—
20,1 10

>

b) x=‘810’25 ~J13

1.13. Oblicz:

a) (V2+3)' -10(~2 + ) b) (%/2+J§—%/J§—2)3+3-(%/2+J§—%/J§—2),
1
2

o) | (6-245) 2—{6+202} —)_3—(0,5)‘1’5][(0,125)‘1+2\/§},

3 1\2
e) 92—3433J .
1.14. Oblicz:
17 _s8 (7 -= = -
o372 (11 ol 2]
3)5 25 2 5

3 37 2 3103 A2 A3
0) i/[(\/fﬂ) —(ﬁ—l)} -132, d) 18°-212-23.

W
[\S)
| w
=

1.15. Oblicz:
221 32-2% 4232 2015%-2014>
tot——

a) + + S
241 3+2 443 2015+2014
21 3393 433 2015° -2014°

b) 3 +— T+ — 7+t 3 >
2242+1 3%+6+27 42+12+3 20152 +2015-2014+2014
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1 1 1 1
¢ + + +.ot ,
N T RN SO R S S T S
221321 421 5°-1 6°-1 72-1
2 R 2 2 e

d)

1.16. Wykaz, ze:
a) J6+J€+Jﬁ+\/ﬁ:1+\g+\g, b) 38-1210 =245 -342,
¢) IV5+2-IJ5-2=1, d) Y52 +7-35v2-7=2,

e) liczba i/ 54-304/3 + 3/ 5443043 jest liczbg naturalna.

1.17. Wykaz, ze x=2, gdy:
a) xvJ11-6v2 =6-242, b) 4—242 = x320-142.

1.18. Przyblizeniem liczby x z doktadnos$cia do 0,2 jest liczba 3,6, a przyblizeniem liczby y
z dokladnoscia do 0,1 jest liczba 4,2. Oszacuj warto§¢ wyrazenia 3y (x+ ).

Aby oszacowac¢ warto$¢ wyrazenia 3y (x + y), postgpujemy nastepujaco.

1° Z warunkéw zadania otrzymujemy nierownosci
3,6-0,2<x<3,6+0,2 i 4,2-0,1<y<4,2+0,1,
3,4<x<3,8 i 4,1 <y<43.

7,5<x+y<8§1
12,3<3y<12,9’

a po pomnozeniu odpowiednio stronami otrzymujemy nier6wnosé
92,25<3y(x+y)<104,49.

2° Zatem mamy {

3° Odpowiedz. Warto$¢ wyrazenia 3y (x+y) nie jest mniejsza niz 92,25 i nie jest wigksza
niz 104,49.

Postepujqc analogicznie, oszacuj warto$¢ wyrazenia x(x+2y), gdy przyblizeniem liczby x
z doktadnos$cig do 0,1 jest liczba 8,2, a przyblizeniem liczby y z doktadno$cig do 0,3 jest
liczba 6,6.

1.19. Wykaz, ze liczba 1232132 —1 jest podzielna przez 10.

1.20. Wykaz, ze liczba 18!+ 19!+ 20! dzieli sie przez 400.
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1.21. Przyporzadkuj kazdemu rownaniu i kazdej nierownosci odpowiednig ilustracje graficz-

ng rozwigzania.

1. |x| <3 A. — >
-5 -3 -1 0 1 3 5 X
2. |x|>3 B. . . >
-5 -3 -1 0 1 3 5 X
3. |x_ 3| = 2 C. + T
-5 -3 -1 0 1 3 5 X
4. [x+1>1 D. >
-5 -3 -1 0 1 3 5 X
5. [x—1]=2 B ey
-5 -3 -1 0 1 3 5 X
6. p—x|<2 F >

S5 3 101 3 5

1.22. Zbiér przedstawiony na rysunku przedstaw w postaci nierdwnosci z warto$cig bezwzgledna.

a + + >
) -1 0 1 3 X
b) >
—4 01 8 X

c >
) 01 3 X
d +>>
) -9 -2 01 X

1.23. Uwzglednij podane zatozenie i doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie:

) b) |x+2|—|x—4], gdy xe(-2;4),
¢) [x+2|—|x—4|, gdy xe(—o0;-2), d) [x+1|—=[1=x|+]x-2|, gdy xe(1;2),
x+2
0 r+1+ - n|x+J B,

1.24. Doprowadz do najprostsze;j postaci wyrazenie:

|3 x| 1x#3,

b

,x#=—21x#2,

d)

Sx_sti ix#z5 e |jx-2]
—X

1) ||x—2|—4-[[x-2| , x#£-2 1 x#6.

T —4x-12
1.25. Rozwiaz:
a) Vx? —3=0, b) 2|x+5|=0, ¢) [4-1| <5,
d) |[-2-x|>4, e) 6-[2—x|<4, f) 2(3[x]-1) =10,

g) —2|x+5|-6<0, h) —%|x—4|—622, i) 2[x+1|—[3x+ 3|+ Va? +2x +1<1.
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1.26. Uporzadkuyj liczby od najmniejszej do najwickszej:

9 10 1
log— log log;2——
3
a)10 4 J9 V4 7 3

b) log, (16v8), log, 8, log 52,
2

¢) cos330°, —sin405°, sin1440°, —cos780°,

1
tg660°

d) —tg225°, tg1440°,

tg420°°
Logarytmy

1.27. Oblicz:

a) 10g[2—{10g1 x/gj-log\/g %J,

5
¢) log,b-log, c-log.d-log,e-log,a,
e) log ;58-log, 81,

g) logy 5-logys 27,

i) log, 5+log,5+log; 62,5,
4

1.28. Oblicz:
a) logs 25—log, 3+%log2 36+logy /3,

C) 4910g75 " 101—10g5’

b) log; 7-logs3-log; 51,

d) log s 3-log;36,

f) 10g5-10g20+(10g2)2,

h) logs22—log,s121-log 55 V10,
j) log, 7-1log, 63+10gﬁ 36.

b) —log, (Ing M),

110g3 5+2 log27 ‘\‘/g

d) 92 ,

e) (log, b+log, a+2)(log,b—log,,b)-log,a—1, gdzie ae R*\{1}, be R"\{1}.

1.29. Podaj odpowiednie zatozenia i zapisz w najprostszej postaci:

loga 1+ 1
a) \14220eV2 _ 5., logaa® _j

logy, (logy, a)

0 a logy a ,

e) \/6410g813 _ 362612

1.30. Wyraz za pomoca a i b wyrazenie:

a) log,548, gdy logs4=a i logs3=>,

b) \/\/log2a+logib+2 +2 —log,a—log,b,

d) log%ﬁtlog%ﬁuﬂogn—Jrl ineN™,
n

b) log,, x, gdy log,x=2 i log,x=3, gdzie ae R"\{l}, be R"\{l}, xe R",
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¢) log ;. x, gdy log,x=2, log,x=3, log,x=6, gdzie ae R"\{l}, be R"\{1},
ceR+\{1}, xeRY,

d) log, x, gdy log,x=p, log,x=gq, log,. x=r, gdzie ac R"\{1}, be R"\{1},
ceR"\{l}, xeR".

1.31. Wyraz za pomocg a i b wyrazenie:

a) log,916, gdy log;428=a, b) log,360, gdy log;20=a i log;15=>.
1.32. Wyraz za pomocg a i b wyrazenie:

a) log - b*, gdy 1ogab=% i aeR"\{1}, be R",

b) log;, 8, gdy log;2=a,

c) logg16, gdy log,2=a, d) logg9, gdy log,18=a.

logip3  logjges ) 2108153 1
1.33. Oblicz a®, jesli a=|5 '8 .3 logs oraz b=436-16/5 -(4+25)2,

1.34. Wykaz, ze dla a € R" \{1} prawdziwa jest rownos¢:

a) logaé:—l, b) logaé+2:logaa,

¢) log, (ab)=1+log, b, d) log, 2+ log, % —0.

-1
0,25)  +lo 1,2
1.35. Wykaz, ze ( ) 512 =-3.

log(Z—logl x/g'logﬁ ;J—l
3

1.36. Wykaz, ze (log; 5)_1 +(log; 5)_1 <2.

1.37. Wykaz, ze dla dowolnej liczby a >0 prawdziwa jest nierownos¢
log? (wa)+log* (n +a)> 2z —log, 7.
10g(n’+a) 10

1 1 1
1.38. Wykaz, ze z=10"""27 ody x=10'"187 j y=10'loex
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1.39. Oblicz:

a) log, (log100),

e) log, tg30°,

cos100°
sin10° ’

1.40. Wykaz, ze:

a) logy; 5-log;,s8=3,

log5

b) 5 log25 ,

0 log,16
log, 8
3

f) log,sin135°,

o (1 (4)

1 1 1
+

log,x log;x

log, x

Ja
b) b +; <1,
log,7 log,7
et
log,, x

El

1—loggﬁ

d) 1000°

2) sin210°+log2x/5,

3

-a 4, gdzie ae R".

C) ;_;>l
log;,3 log,3 2’

=log 10!, gdzie x>0 i x #1.



Odpowiedzi i wskazowki

Liczby rzeczywiste i dziatania na nich

1.1. a) —f—zew, b)%eW, c)%eW, d) 6eW . ¢ (% 2+%)ENW, f) (17V5-38)e NW.
1.2.a) =3, b) 17-/5+38, ¢ 1, d) 3-3/2-39+633-22.

1.3.a) x=5, y=-2, b) x=90, y=-34, ¢) x=-76, y=0.

1.5. a) Tak, b)tak, c)tak, d)tak.

1.6. a) Tak, b) nie.

_ 3 3
1.7. a) l:ﬂ’ b) l=3\/§_4, ) l:M, d) l=_§/§_,3/12_,3/16, €) lzz\/f,
X 11 X X 5 X X
1 3
Ry

1.8.2) V13423, b) V6-v2+2, ¢ (V5+v2)(v7-3), d) %-(9+33ﬁ+%), ¢) Y16-2¥4+4,
f) /5 -3/3. Wskazéwka: b) Pogrupuj wyrazy mianownika 1—~/2 ++/3 = (1 -2 ) ++/3 ipomnoz licznik
i mianownik przez (1 -2 ) -J3,a nastgpnie przez V2, o przedstaw mianownik w postaci

VN5 AB N 4T 5T T = (V3 44T7)(V5 -2,

1.9.a) x<y, by x>y, ¢) x>y, d) x>y, e) x=y, ) x>y.

-2
3 -2 -2 2
Wskazéwka: b) x = (—ij +3-l +3-2=(—2+§j +6=(—%) +6=(—lj +6=6l,
2 8 8 8 8 3

243 243 27

2 4 2 4
s 2 422
y:[34\/34.3 3.3 3.32];%:[3 3 3}.2:32.£:2L,

32 ye . a2
N Ga e [ W:%H/Ené/i,y:%—%/%n%ﬁ,

_logg 32 -logg 2 _8logg3-logg2 8

d) x 5= =
logg3-logg2”  Slogg3-logg2 5

=1,6, y=~/2-0,41=1,4142...—-0,41=1,0042...,

e) x=./(J§—J§)2 NVB 2 =B -2 B+2 =32 =1,

y=\/(\/§—2)2 +\/(\/§—3)2 =[N3 -2 +[N5-3=5-2+3-5=1.
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1.10. a) Tak, b)tak, c)tak. Wskazowka: Zauwazamy, ze dany warunek jest rownowazny warunkowi

x+z=2y. a)x+y=x/ﬁ—3+9+§x/ﬁ:2\/§+6+§~3\/§:4\/§+6
1
i 2y=2[122+3{=2(2V3+3)=4/3+6, wigc x+z=2y.

b) x+z=sin2ﬁ+tg2%=0+1=l i 2y=200s%=2- =1, wigc x+z=2y.

N | =

¢) x+z=2log5+log4+log\/§9=log(52 .4)+110g3\/9§ =2+2:%=6
0g3

i 2y:2(10g8+310g5):2~log(8-53):2-3=6, wiee x+z=2y.

%, ¢) %, d) % Wskazéwka: a) Liczbe 0,(6) przedstawiamy w postaci sumy:
0,(6)=0,6+0,06+0,006+.... Zauwazany, ze skladniki sumy 0,6+ 0,06+ 0,006+... tworza ciag geome-
0,6 2

1.11. a) % b)

1-0,1 3
¢) 0,0(3)=0,03+0,003+0,0003 +..., d) 1,2(7)=1,2+0,0(7)=1,2+0,07 +0,007 +0,0007 +...

tryczny zbiezny, w ktorym a; =0,6 i ¢=0,1. Zatem 0,6+ 0,06+0,006+...=

El

1.12. a) Tak, b)tak, c)nie, d)tak. Wskazowka: Zauwazamy, ze dany warunek mozna zastapi¢ warun-

2
V2Y 1 T 1 1
kiem y?>=x-z. a 2=0052£= — | == 1x-z=0,(9)-sin—=1-—=—, wigc Z=x-z.
yo=xz 2y 772 ) Ty PrEm00)sing sl = wiee Tz
2 A |810,25_ 13| |3_“13| 2
b) » =(tg—-ctg—j =1"=1lixz= = =1, wigc y*=x-z.
5 75 -3
327 -132

o 2_[ 1 )2_ 1 3-2Y (-2
P B2) T\ Beva 52 T s

3 0
ix~z=(x/§—x/5)- 2§—i] =(«/§—\/5)«1:\/§—x/§,wi§c y2¢x'z.

7
2
2 log 5 8-logs125 6.
d) y2: 3 :(E) =9 ix-z=g\/_24—gs=g:9,wi¢c y2:x'Z.
logmi ! e 2
10
1.13.a) -1, b)4, ¢)4, d)56, e) 40/5. 1.14.2) -3, b)60, ¢)3, d)12.

1.15.2) 2014, b)2014, ¢)9, d) ;.
1.16. Wskazéwka: a) Rownosé V6 ++/6 +v14 ++/21 =1+ \/g + \/Z jest prawdziwa, gdy

2
6+\/€+\/ﬁ+\/2_=[1+\/§+\/gj . Zastosuj wzor (a+b+c)2 =a® +b%+c* +2ab+2bc +2ac.

¢) Przyjmijmy oznaczenie J5+2-3V5-2 =x iobie strony rownania podnosimy do trzeciej potegi, czyli
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(\/3\/§+2—\3/\/§—2)3 =%, wiec \/§+2—313/(\/§+2)2 5-2 +3-\3/\/§+2-.3/(«/§—2)2 ~5+2=x,
adzie \3/(«/§+2)2 A5-2=3(V5+2)(V5+2)-(V5-2) =5 +2. Zatem4—3(\3/\/§+2—\3/x/§—2)=x3,

1 x

czyli 4-3x=x3.
Rownanie x*+3v—4=0 < (x=1)(x*+x+4)=0 < x=1 Zatem JV5+2-IV5-2=1. cnm.

e) 54—30J§=27-27J§+27—3J§=33—3~32\/§+3'3(\/§)2—(\/§)3,wi¢c 54—30J§=(3—J§)3.
Podobnic 54+30v3 = (3+3)".

1.17. Wskazéwka: a) 6232 = [(6-242) =44 —242 =211-6+2.

1.18. 167,67 < x(x+2y)<183,43. 1.19. Wskazowka: Wystarczy zauwazy¢, ze ostatnig cyfra liczby
12321°2 -1 jest cyfra 0. 121.1-F, 2-A, 3-E, 4-D, 5-B, 6-C.
1.22.a) [x-1|<2, b) [x-2[>6, ©) x—% 2%, d) [x+5,5/<3,5.

1.23.2)6, b) 2x—2, ¢) -6, d) 4—x, e) -3, f) 7—x.
1.24.2)0, b)2, ¢)0, d)10, e 1, f)2.

1.25.2) xy=-3, x;=3, b) x=-5, ¢) xe(-L9), d) xe(-0;-6)U(2+x), e) xe(-0;0)U(4+n),
f) xe(—0;—2)U(2;+), g) xeR, h)nie marozwigzania, i) xeR.

1 9
log;2— log— 10
126.) 7 3,10 4, VOB Z, b) log, 8, log /52, log, (16V8). ¢) —sin405°, —cos780°,
2

§in1440°, c0s330°, d) —tg225°, — . tg1440°
tg660°

1
" tg420°°

-3
, . _ 3 1 _ _ 2
Wskazowka: b) log%S—log%Z —log%(zj =-3, logﬁ2—logﬁ(x/§) =2,

! u
log, (16«/§)=log2 [24 -(23)21=10g2 22 =%_

¢) c0s330°=cos(360° —30°) = cos 30° = ? —sin405° = —sin (360° + 45°) = —sin 45° = -%,

$in1440° =sin(4-360°) =sin0° =0, —cos780°=—cos(2-360°+ 60°) = —cos60° = —%.

d) —tg225° = —tg(180°+45°) =1, I ! - =£,
tg420°  tg(360°+60°) tg60° 3

tg1440° = tg(4-360°) = tg0° =0, L__ ! _ 1B
tg660° tg(2-360°-60°) —tg60° 3

Logarytmy
1.27.2)0, b)0, ¢)1, d)4, e 12, H1, g %, h) -1, i) % j) 4+1og,9.
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1
1 log—
1.28. a) 3%, b)3, ¢)27, d) 5-33, e) log,b. Wskazéwka: Zauwaz, ze: ¢) 1017°85 =10.10 5,
2
log, b+1
e) log,b+logya+2=log, b+ ! +2=(Oga ) oraz (log, b—log,,b) logya=
log, b log, b
L loggh o (logab+1)2. log, b
log,(ab) 1+log,b’ log,b  1+log,b

=log,b-log,a— -1=log,b+1-1.

1.29.2) ae R*;0, b) ac R*\{l}, e R*\{1};0, ¢) aeR"\{1}, be R*\{1}; log,a,
d) neNT; log(n+1), e)5.

loga loga 1 1

1+

, ' 2 2 log , 4
Wskazowka: a) 22l0gV2 _plog2 _jlogra _ gy ¢ l0mad” _ g glogad” _ 080 =a-a°%?=4.2,

2 2
b) logia+log2b+2:(logia+10g(2]b) —2-10g§a-log§b+2:(log§a+log3b) ,

1 1 2 2
9 ogi,( 0gpa) _ log, (logy ), ©) 64/°8s13 _ 36108612 _ glogs13* _ glogs12”,
ogpa

1.30. a) 2"2”’

, b) é, ol, d) L,gdy xeR"\{1}; 0, gdy x=1.
5 pq—rq—pr

Wskazéwka: b), ¢), d) Przedstaw log,; x i log,,.x jako logarytmy o podstawie x, gdy xe R* \{1}.

131.2) 2472 p) 39=b+S 132.2)2, b) 2% o 0 g) 2%
2—a a-b+1 2a+1 1-a 3a-6

logs 2 logz 2*  4logy 2
iza, skad log;2 = oraz logs 16 = & = &3 ,
2logz 2+1 1-2a logz (2-3) logz 2+1

la 1
logg (2-9)  I+logg 2 27
d) log, 18= g (2-9) = £9 =a, skad logg 2 = 12 oraz logg9 = ! !

loggy (22 '3) 2logy 2+5 —2a logy 2* ~3logy2’
133. a7’ =872 =é. Wskazwka: 361635 = {(4-25)" =[] —2J5] =125 —4.

1.36. Wskazéwka: Zauwaz, ze (log; 5)_1 +(logy 5)_1 =logs3+logs7=1logs21 i logs5 <logs21<logs25.

. Wskazéwka: Zauwaz,

ze: ¢) log), 2=

2 . . .
1.37. Wskazéwka: Zauwaz, ze ————— =2log (7 + a). Nierdbwno$¢ zapisujemy w postaci:
log(ﬂ +a) 10

[log(7a)] 2 [log(m +a)-1] %> 0. Suma kwadratow dwach liczb jest nieujemna. c.n.w.

logy = ! ilogz=

1.38. Wskazowka: Z definicji logarytmu otrzymujemy: logx =

1-logz’ 1-logx 1-logy’
logy—1
Olgy _1 I
skad log)c:k)gy_1 i logz:Ing_l,wiqc logz = o8) = ,zatem z=10""12Y ¢,
logy log x logy—1 1-logy
logy
4 10 1 1
1.39.a)1, b) V5, ¢)—, d) —, e ——, ) —, 20, hy—1, il
) ) ) 3 ) 3 ) 5 f) 2 g) ) )
1.40. Wskazowka: a) logs5 5 =3log,5 1 lo 8= 3 b) ! =lo ZiL—lo 3
o ' 8 £2 8125 3log,5’ log, 7 &7 log3 7 872
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